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Re´sume´
Le travail re´alise´ porte sur la mode´lisation a` l’e´chelle macroscopique des
transferts thermiques dans les lits catalytiques et au voisinage de la pa-
roi. L’objectif principal de ce travail est de comprendre et de mode´liser
les me´canismes physiques responsables des transferts thermiques dans cette
re´gion. La physique proche paroi est capture´e a` l’e´chelle macroscopique de
fac¸on univoque a` l’aide du concept de changement d’e´chelle et la notion
de prise de moyenne volumique est e´tendu aux types de syste`mes que nous
conside´rons. Le coefficient de transfert a` la paroi du mode`le a` deux coef-
ficients λr − hw est premie`rement de´cortique´ afin de mettre en lumie`re les
me´canismes physiques contenus dans cette notion ainsi que le poids de leur
contribution respective. Un mode`le, base´ sur la dynamique de l’e´coulement
et de´crivant le transport de la chaleur dans la direction radiale, est ensuite
de´rive´ a` l’e´chelle macroscopique. Il met notamment en e´vidence une zone
proche paroi particulie`re, domine´e par l’effet de canalisation, qui amortit les
transferts diffusifs dans la direction normale a` la paroi. On montre ainsi que
les transferts thermiques pilote´s essentiellement par des me´canismes de dis-
persion me´canique sont limite´s dans cette re´gion par des effets de re´sistance
thermique de type convective. Finalement, une loi de paroi de´crivant une
couche limite perturbe´e par la matrice solide est utilise´e pour faire le raccord
a` la paroi, ce qui a permis de pre´dire avec satisfaction la tempe´rature a` la
paroi.
Abstract
This work deals with the modeling of near wall heat transfers in catalytic
packed beds at the macroscopic scale. The main aims of the present work are
the understanding and the modeling of physical mechanisms responsible for
the heat transfers in the vicinity of the wall at the observation scale. Volume
averaging concept is first extended to systems we consider. Thus, relevant
physical mechanisms occurring in the near wall zone are unequivocally up-
scaled from pore to bed scale. Then, the detailed analysis of the wall heat
transfer coefficient, used in the popular two coefficient model λr−hw, brings
to light each physical mechanism and its respective weighted contribution
lumped in it. A model, based on the flow dynamic and describing the radial
heat transfer, is finally derived at the reactor scale. It highlights that a chan-
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nel effect occurs in the near wall zone, damping transfers by diffusion in the
wall normal direction. It is hence showed that heat transfers mainly driven
by mechanical dispersion are facing a convective thermal resistance near the
wall. A wall law is also derived to model boundary layer/porous medium
interactions, which ultimately connect the porous media model to the wall.
Wall temperature is thus recovered with satisfaction.
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Introduction
Un des de´fis majeurs que les hommes auront a` relever durant ce sie`cle
est sans aucun doute celui de l’e´nergie. Une e´nergie a` la fois bon marche´
(accessible a` tous) et qui en meˆme temps est respectueuse de la plane`te depuis
sa production jusqu’a` la consommation, voila` un objectif ambitieux pour
des hommes courageux. Selon les statistiques de l’IEA (International Energy
Agency), la production mondiale de l’e´nergie primaire en 2010 exprime´e en
tonnes d’e´quivalent pe´trole (tep) e´tait de 12,717 milliards de tep et les experts
pre´voient une croissance moyenne de 1.7% par an de la demande mondiale
[1]. Ceci est en tre`s grande partie lie´ a` la demande de plus en plus e´leve´e
des pays en voie de de´veloppement et a` l’accroissement de la population
mondiale (environ 10 milliards a` l’horizon 2050). En 2010, les sources de
production d’e´nergie e´taient tre`s largement fossiles, comme le montre la figure
1. Mais cette re´partition est voue´e a` changer tre`s significativement dans les
de´cennies a` venir, notamment pour des raisons d’e´puisement des re´serves de
combustibles fossiles mais aussi afin de contenir et re´duire les e´missions de
gaz a` effet de serre responsables du changement climatique. Il est tre`s clair
que pour atteindre un tel objectif il faut compter sur une gamme de solutions
diverses qui devront survivre d’une part a` une compe´tition se´ve`re venant de
te´nors tels que le gaz, le pe´trole ou le charbon qui de´tiennent aujourd’hui
le marche´ (figure 2) et d’autre part mener une lutte fratricide entre elles, ce
qui leur permettra de s’innover, de se de´passer et de s’installer sur le marche´
durablement pour ensuite arracher et absorber des parts de marche´ a` ses
pairs.
Dans ce contexte, la mole´cule de dihydroge`ne (appele´e aussi hydroge`ne
tout court dans le langage courant) compose´e de deux atomes d’hydroge`ne,
se pre´sente de plus en plus en tant que vecteur d’e´nergie d’avenir. En effet,
on estime que le de´veloppement des piles a` combustible a` hydroge`ne donnera
lieu a` une production commerciale de ve´hicules particuliers e´lectriques a` l’ho-
9
Figure 1 – Production mondiale de l’e´nergie primaire en 2010 en millions
de tep.[1]
rizon 2030. Or, compte tenu de la production actuelle de l’hydroge`ne (autour
de 630 milliards de Nm3 en 2008) [4], si celle-ci devait re´pondre a` des be-
soins e´nerge´tiques, elle ne repre´senterait qu’environ 1.7% de la consommation
mondiale. Il faut donc accroˆıtre tre`s significativement les capacite´s de pro-
duction de l’hydroge`ne (en changeant par exemple l’ordre de grandeur de sa
production) pour lui permettre de peser en tant que vecteur d’e´nergie. Mais a`
l’heure actuelle, il faut reconnaˆıtre que la valeur e´nerge´tique de l’hydroge`ne
n’est pas re´ellement exploite´e. En effet, l’hydroge`ne est plutoˆt valorise´e et
consomme´e en tant que matie`re premie`re (figure 3) a` travers le monde no-
tamment par les industries de la chimie (production d’ammoniac) et de la
pe´trochimie (raffinage).
Bien qu’il existe diverses technologies de production d’hydroge`ne utilisant
les e´nergies renouvelables telles que l’e´lectrolyse de l’eau, la gaze´ification de la
biomasse ou encore des proce´de´s photoe´lectriques, plus de 90% de la produc-
tion d’hydroge`ne est issue du reformage de combustibles fossiles. La technique
consiste a` casser les mole´cules d’hydrocarbure sous l’action de la chaleur pour
libe´rer le dihydroge`ne. Le vaporeformage du me´thane est le proce´de´ le plus
10
Figure 2 – E´volution pre´visible de la consommation d’e´nergie dans le
monde[2].(Attention : Hydro = Energie hydraulique)
couramment utilise´ dans la pratique en raison de son couˆt peu e´leve´ et de
son rendement e´nerge´tique global satisfaisant pour une production a` tre`s
grande e´chelle. Cette premie`re e´tape de production a pour premier but de
re´pondre a` une demande de plus en plus importante. Elle peut eˆtre pro-
gressivement pilote´e vers une nouvelle e´tape ou` le proce´de´ de fabrication est
ame´liore´ en e´quipant les sources de production, de technologies permettent
la se´questration du CO2 e´mis lors de la production de l’hydroge`ne. L’e´tape
ultime est en effet l’utilisation de sources d’e´nergie autre que fossiles.
Regardons de plus pre`s la technologie du vaporeformage [5]. La technique
consiste a` provoquer la transformation du me´thane a` l’aide de vapeur d’eau et
a` travers diffe´rentes re´actions chimiques. La premie`re re´action endothermique
a lieu lorsqu’une mole´cule de me´thane rencontre une mole´cule d’eau :
CH4 +H2O ↔ CO + 3H2 ∆H = 206kJ.mol−1 (1)
Cette re´action est optimise´e par les conditions de tempe´rature (entre 840
et 920◦ C) et de pression (20 a` 30 bars) ade´quates et l’introduction de cata-
lyseurs (recouverts de nickel) acce´le´rant la re´action. Il s’ensuit une seconde
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Figure 3 – E´volution pre´visible de la demande en hydroge`ne.[3]
re´action de conversion du monoxyde de carbone (CO) le´ge`rement exother-
mique appele´e aussi Water Gas Shift :
CO +H2O ↔ CO2 +H2 ∆H = −41kJ.mol−1 (2)
Le bilan de la re´action est endothermique et contient entre 16 et 25% de
CO2 en volume ne´cessitant une e´tape supple´mentaire de se´paration et de
purification de l’hydroge`ne produit.
CH4 + 2H2O ↔ CO2 + 4H2 ∆H = 165kJ.mol−1 (3)
La technologie PSA (Pressure Swing Adsorption) est la plus couramment
utilise´e lors de cette e´tape de purification. Elle est base´e sur l’adsorption
se´lective des impurete´s sur un lit de tamis mole´culaire. On obtient ainsi une
hydroge`ne tre`s pure (jusqu’a` 99.9% voire plus). Sur la figure 4 qui repre´sente
une usine de reformage du me´thane, on peut localiser les diffe´rentes unite´s
de production intervenant a` chaque e´tape interme´diaire du vaporeformage.
Nous nous inte´ressons particulie`rement a` la premie`re e´tape de la trans-
formation du me´thane qui a lieu dans les fourneaux. Il s’agit d’une chambre
12
Figure 4 – Usine de production d’hydroge`ne par vaporeformage du gaz
naturel
de combustion dans laquelle sont dispose´es des range´es de tubes verticaux
de diame`tre avoisinant le de´cime`tre et de hauteur de l’ordre de quelques
me`tres et contenant des catalyseurs (figure 5). Ces tubes sont chauffe´s a` l’aide
de bruˆleurs afin d’apporter la chaleur ne´cessaire pour le bon de´roulement
des re´actions catalytiques a` l’inte´rieur des tubes. Sur le plan industriel,
il est inte´ressant de pouvoir simuler sur ordinateur la chambre de combus-
tion (figure 6) en son inte´gralite´ (depuis l’e´chelle mole´culaire caracte´risant
les diffe´rentes re´actions a` l’inte´rieur des tubes jusqu’a` l’e´chelle du four ca-
racte´risant l’approvisionnement, la production, les rejets et les pertes) et cela
en temps re´el. Ceci permettrait de mener des e´tudes de performance globale,
d’optimisation de proce´de´s et rendrait possible la de´tection d’e´ventuelles ano-
malies de fonctionnement afin d’eˆtre par exemple en mesure de re´pondre a` des
questions de se´curite´ de l’usine. Mais a` l’heure actuelle, une telle simulation
n’est pas envisageable pour des raisons lie´es aux ressources informatiques in-
suffisantes et au temps de calcul astronomique que cela ne´cessiterait. Il faut
donc recourir a` des mode`les simplifie´s de´crivant les performances moyennes
a` chaque e´chelle d’inte´reˆt. Sur cet e´tat d’esprit, la mode´lisation de l’inte´rieur
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Figure 5 – Sche´ma simplifie´ de l’inte´rieur d’un four SMR (Steam Methane
Reformer)
des tubes est ge´ne´ralement tre`s simplifie´e. On admet que l’inte´rieur des tubes
est homoge`ne, l’e´coulement est unidirectionnel et que l’activite´ catalytique
se fait le long de l’axe du tube (variation de la tempe´rature, du taux de
conversion et donc de la quantite´ des diffe´rents produits forme´s et celle de
la consommation des re´actifs). Ces hypothe`ses permettent d’avoir un mode`le
homoge`ne 1D qui est une description au premier ordre d’un syste`me bien
plus complexe [5]. Ce premier mode`le est cependant suffisant pour estimer la
perte de charge moyenne a` l’inte´rieur des tubes en utilisant par exemple la
corre´lation d’Ergun [6] :
− dP
dz
=
fρU2s
Sdp
(4)
avec P la pression, ρ la densite´ du fluide, Us la vitesse superficielle ou vitesse
de Darcy, dp le diame`tre e´quivalent du catalyseur (dp = [6V/pi]
1/3 avec V le
volume du catalyseur) et S la sphe´ricite´ du catalyseur. Le facteur f repre´sente
la re´sistance a` l’e´coulement. Il contient deux coefficients empiriques A et B
permettant de prendre en compte l’influence de la taille et de la forme des
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Figure 6 – L’inte´rieur d’une chambre de combustion
catalyseurs.
f =
1− φ0
φ30
(A+B
1− φ0
Rep
) (5)
avec φ0 la porosite´ moyenne, Rep le nombre de Reynolds base´ sur la vitesse
superficielle et le diame`tre e´quivalent. Pour des catalyseurs sphe´riques, A =
1.75 et B = 150 [6]. Cette premie`re approche met par exemple en e´vidence
qu’il est possible de re´duire la perte de charge en augmentant la taille des
catalyseurs. Sur le meˆme principe, le transfert de chaleur dans le syste`me en
absence de re´actions peut eˆtre re´duit a` un mode`le de transport 1D :
− UsρCpdT
dz
+
4U
dt
(Tw − T ) = 0 (6)
avec Cp la capacite´ calorifique massique du fluide, T la tempe´rature moyenne
du milieu homoge`ne, Tw la tempe´rature sur la paroi du tube et dt le diame`tre
du tube. L’inverse de la conductivite´ thermique totale 1/U peut eˆtre exprime´
comme la somme de diffe´rentes re´sistances thermiques en se´rie :
1
U
= Rt +Ri +Rw (7)
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Rt est la re´sistance du tube (re´sistance au transfert par conduction) qui
est ne´gligeable et on ne s’en souciera plus dans la suite car on conside´rera
que le tube est d’e´paisseur nulle. Ri est la re´sistance thermique moyenne a`
l’inte´rieur du domaine conside´re´ homoge`ne. Cette contribution peut encore
eˆtre de´compose´e en une composante statique et une composante dynamique.
La re´sistance statique est celle mesure´e lorsque le fluide est au repos. Elle
regroupe la conduction dans le fluide et dans le solide ainsi que les trans-
ferts radiatifs. la composante dynamique est celle qui domine a` l’inte´rieur du
lit catalytique dans les conditions ope´ratoires et est exprime´e comme e´tant
proportionnelle au nombre de Prandtl et au nombre de Reynolds. Elle est
essentiellement pilote´e par le me´lange turbulent et dispersif. Enfin, Rw est la
re´sistance au transfert a` l’interface tube/lit catalytique.
Ce type de mode`le est largement utilise´, a` quelques variations mineures
pre`s, par la majorite´ des industriels depuis plus de 50 ans pour la concep-
tion des re´acteurs et les calculs de performance et d’optimisation. Ceci e´tant,
les limites du mode`le ainsi que ses de´fauts et ses insuffisances ont e´te´ aussi
largement e´tudie´s et signale´s massivement dans la litte´rature. Une synthe`se
comple`te retrac¸ant les diffe´rentes e´tudes mettant en e´vidence les insuffisances
du mode`le 1D et les avance´es re´alise´es dans la compre´hension des transferts
de masse, de la quantite´ de mouvement et de la chaleur dans les re´acteurs ca-
talytiques ainsi que l’e´tat de l’art de la mode´lisation a` l’aube de l’introduction
de la CFD dans ce domaine de recherche est pre´sente´e dans [7, 8]. Les mode`les
1D sont en effet incapables de capturer les variations dans la direction ra-
diale ou azimutale. De nombreux auteurs ont observe´ [9, 10] par exemple des
diffe´rences notables entre les pertes de charge mesure´es dans les tubes et les
corre´lations empiriques disponibles dans la litte´rature. Notons que les tubes
utilise´s dans la pratique sont caracte´rise´s par un rapport entre le diame`tre
du tube et le diame`tre des particules relativement petit (dt/dp < 10). Pour
de tels rapports, la paroi du tube va fortement briser l’homoge´ne´ite´ de l’em-
pilement dans la direction radiale rendant ainsi l’e´coulement anisotrope et
he´te´roge`ne[11, 12]. Les estimations de pertes de charge par les mode`les 1D
sont ainsi de moins en moins pertinentes avec la de´croissance du rapport
dt/dp. Des tentatives de correction des corre´lations existantes en incluant
explicitement le rapport dt/dp ont e´te´s propose´es [13, 14, 15, 16, 17] pour
sauver le mode`le 1D, mais il est difficile de combler toutes les insuffisances
par ce genre d’approche.
Des mode`les 2D ont tre`s rapidement vu le jour pour de´crire les transferts
thermiques dans la direction radiale a` la suite de mesures mettant en e´vidence
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l’existence de gradients de tempe´rature se´ve`res dans cette direction, notam-
ment pre`s des parois du tube [18, 19]. Ces mode`les base´s sur deux coefficients
constants, λr la conductivite´ thermique effective du lit catalytique dans la di-
rection radiale et hw le coefficient de transfert a` la paroi, pour de´crire le trans-
fert radial sont toujours loin de faire l’unanimite´ dans la litte´rature et chez
les industriels. En effet, les corre´lations pre´sente´es par les diffe´rents auteurs
pour le coefficient de transfert effectif a` l’inte´rieur du lit catalytique λr sont
assez disperses et cette dispersion des corre´lations est encore plus marque´e
pour le coefficient de transfert a` la paroi hw [20]. L’incertitude notable dont
souffre les coefficients de transfert rend les mode`les 2D peu fiables montrant
par la meˆme occasion que les me´canismes physiques re´els restent encore peu
compris. Certains auteurs disqualifient l’existence meˆme du coefficient hw qui
a` leurs yeux n’est adapte´ que si le saut de tempe´rature (e´quation (3.5)) a`
la paroi est confine´ dans une couche tre`s mince et non pour des variations
continues s’ope´rant sur une couche assez e´paisse [21]. D’autres poursuivent
en proposant, pour s’affranchir des insuffisances des mode`les classiques de
type λr−hw, une conductivite´ thermique radiale variable dans l’espace λr(r)
et qui s’amortit en s’approchant de la paroi des tubes [22].
Dans ce contexte, l’introduction du calcul nume´rique tridimensionnel pour
simuler les e´coulements et les transferts thermiques dans les lits catalytiques
marque un tournant majeur dans la compre´hension et la mode´lisation des
me´canismes physiques a` l’inte´rieur des re´acteurs tubulaires [23]. Bien que
cette me´thode pre´sente ses propres incertitudes et ses propres limites tout en
restant encore assez couˆteuse pour une utilisation pratique au niveau indus-
triel, elle est aujourd’hui un outil incontournable et comple´mentaire permet-
tant de comprendre les me´canismes physiques complexes s’ope´rant dans ces
types de milieu. En effet, la simulation nume´rique 3D permet d’avoir acce`s
a` des informations locales pre´cises telles que la porosite´ locale, les lignes de
champs de vitesse autour des particules solides, les zones de recirculation ou
encore les champs de tempe´rature [24, 25] ; des informations qui e´taient diffi-
ciles a` obtenir jusqu’a` pre´sent par des techniques expe´rimentales seules. Elle
rend ainsi possible la constitution d’une base de donne´e tre`s de´taille´e pou-
vant par la suite eˆtre exploite´e pour reconstruire des informations a` l’e´chelle
macroscopique et ve´rifier la pertinence des hypothe`ses sur les quelles sont
construits les mode`les simplifie´s mais aussi pour proposer des mode`les plus
ge´ne´raux et de´finir les zones de validite´ des mode`les existants. C’est dans ce
contexte et cet e´tat d’esprit que l’e´tude pre´sente´e ci-dessous a e´te´ re´alise´e.
Le Chapitre 1 est consacre´ a` la mise en place des diffe´rentes e´tapes per-
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mettant de ge´ne´rer une base de donne´es a` l’aide de simulations 3D re´alise´es
a` l’e´chelle du pore. Au chapitre 2, nous mettons en place une me´thodologie
visant a` exploiter la base de donne´es ge´ne´re´e afin de reconstruire des quan-
tite´s a` l’e´chelle d’observation de fac¸on univoque. Deux approches sont en-
suite adopte´es pour comprendre et mode´liser les transferts thermiques dans
les tubes SMR (Steam Methane Reformer). L’attention est particulie`rement
porte´e sur les me´canismes physiques pilotant les transferts thermiques dans
la zone proche paroi ou` les gradients de tempe´rature sont importants. Le cha-
pitre 3 est consacre´ au mode`le classique (mode`le a` deux coefficients λr−hw).
On se focalise notamment sur les me´canismes physiques gouvernant les trans-
ferts thermiques a` la paroi. Les chapitres 4 et 5 traitent quant a` eux de
l’approche alternative et concurrente au mode`le classique. Elle consiste a` se
dispenser du coefficient de transfert a` la paroi au profit d’une conductivite´
effective de´pendant de la position radiale λeff (r). Le mode`le de´rive´ dans ces
chapitres est valide´ sur les donne´es de re´fe´rence ge´ne´re´es au chapitre 1.
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Chapitre 1
La chaˆıne nume´rique
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1.1 Introduction
L’objectif de ce chapitre est de de´crire la chaˆıne nume´rique depuis la
conception des syste`mes de re´fe´rence jusqu’a` la re´alisation d’expe´riences
(simulations) nume´riques. Les donne´es re´colte´es a` la suite de cette chaˆıne
seront conside´re´es comme e´tant des donne´es de re´fe´rence. Elles seront ex-
ploite´es par la suite pour comprendre les me´canismes physiques pilotant
les e´coulements turbulents et les transferts de chaleurs dans les lits cataly-
tiques, pour construire un mode`le a` l’e´chelle de l’observation et pour valider le
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mode`le macroscopique. On comprend ainsi l’importance de ces syste`mes qui
doivent eˆtre repre´sentatifs du syste`me physique auquel nous nous inte´ressons.
Nous allons dans ce chapitre de´tailler les diffe´rentes e´tapes de la chaˆıne
nume´rique qui vont nous permettre de poser clairement de`s maintenant les
hypothe`ses de simplification qui ont e´te´ ne´cessaires d’un point de vue pratique
mais aussi de quantifier les erreurs qui en de´coulent. Ceci nous permettra lors
de l’analyse des re´sultats de relier directement les simplifications faites et les
mode`les utilise´s lors de la conception du prototype aux informations macro-
scopiques reconstruites avec la base de donne´es. La chaˆıne comporte en tout
trois e´tapes a` savoir la re´alisation de l’empilement de particules solides dans
le re´acteur tubulaire, le maillage de la ge´ome´trie obtenue et la re´solution
3D des e´quations de Navier-Stokes et de l’e´quation de l’e´nergie, simplifie´es a`
l’aide d’hypothe`ses et de mode`les approprie´s.
1.2 Etape 1 : l’empilement
Dans la pratique, les catalyseurs sont tout simplement de´verse´s dans
les re´acteurs tubulaires. Cela donne lieu a` une disposition de particules
comple`tement ale´atoire. Pour reproduire de tels empilements, nous avons eu
recours a` un logiciel commercial DigiPacTM dont la capacite´ a` reproduire des
empilements re´els a e´te´ valide´e dans diffe´rentes configurations [26, 27, 28, 29].
Nous allons de´crire ici les grandes lignes sur lesquelles repose l’algorithme
utilise´ par le code commercial pour ge´ne´rer des empilements ale´atoires. Il
s’agit d’un algorithme qui est a` mi-chemin entre une approche stochastique
(marche ale´atoire) et une approche de´terministe DEM (Discrete Element Me-
thod). Il consiste a` placer des particules de fac¸on ale´atoire dans un domaine
de´fini et a` les de´placer dans diffe´rentes directions. Ces directions sont soit
ale´atoirement choisies tout en e´cartant les configurations donnant lieu a` des
chevauchements entre particules ou entre particules et les bords du re´cipient,
soit guide´es par la force d’interaction me´canique. Le logiciel repose sur une
technique originale qui consiste a` digitaliser les objets et l’espace assurant
ainsi la rapidite´ de l’algorithme et l’utilisation mode´re´e de l’espace me´moire.
En effet, les objets que l’on souhaite empiler dans un re´cipient donne´ sont
de´coupe´s en voxels avec une re´solution que l’utilisateur peut de´finir et l’es-
pace est re´duite a` une grille carte´sienne 3D de meˆme re´solution. Ainsi, tout
objet aussi complexe soit-il, n’est plus qu’une collection cohe´rente de voxels
facilement repre´sentable a` l’aide d’entiers non nuls, l’entier nul e´tant associe´
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a` l’espace vide. Pour un empilement d’objets identiques par exemple, on aura
une collection de 1 et de 0, ce qui est tre`s pratique pour stocker les informa-
tions concernant l’emplacement des objets dans un empilement mais aussi
pour de´tecter les chevauchements. Il faut cependant noter que le contour de
Figure 1.1 – Digitalisation d’objets.
l’objet, en forme d’escalier (figure 1.1), va ine´vitablement modifier la forme
des objets et la porosite´ de l’empilement. Il faut donc choisir judicieusement
la finesse du maillage en fonction de la pre´cision que l’on souhaite avoir sur
la forme des objets et des ressources que l’on dispose en terme de me´moire
et de temps de calcul.
L’algorithme qui re´git l’empilement est assez simple. A des intervalles de
temps re´guliers fixe´s par l’utilisateur, on tente d’ajouter (pas de chevauche-
ment avec d’autres particules) un nombre de´fini de particules a` partir d’une
re´gion (qui peut eˆtre un point, une ligne ou une surface) localise´e sur un plan
perpendiculaire a` l’axe du cylindre. A chaque ite´ration, une translation de
pas fixe´ a` un voxel est tente´e et accepte´e si aucun chevauchement avec une
autre particule ou les frontie`res du re´cipient n’est de´tecte´. On tente ensuite
une rotation avec les meˆmes crite`res d’acceptation lorsque la particule n’est
pas sphe´rique. Le mouvement peut soit avoir lieu dans une direction ale´atoire
(26 possibilite´s pour une translation dans un espace 3D mais les directions
ayant une composante dans la direction oppose´e au champs de pesanteur
ont une probabilite´ nulle de se re´aliser) si l’algorithme RWP (Random Walk
Packing) est choisi ou peut eˆtre oriente´ par le bilan des forces (collisions) et
des moments (modification de la probabilite´ affecte´e a` chaque direction par
le bilan des forces de contact) avec l’algorithme CGP (Collision Guided Pa-
cking). On peut conside´rer que l’e´tat final est atteint (empilement converge´)
de`s lors qu’aucune particule ne peut eˆtre ajoute´e a` l’empilement, ce qui en
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pratique revient a` dire qu’aucune particule n’a e´te´ ajoute´e sur un nombre
d’ite´rations tre`s grand.
Conside´rons pour notre e´tude un empilement de sphe`res de diame`tre 20
voxels dans un tube de diame`tre et de hauteur 200 voxels. Pour estimer
l’erreur engendre´e par le choix des dimensions, conside´rons un cube de coˆte´
D et une sphe`re de rayon D/2. Le rapport du volume de la sphe`re sur le
volume du cube est e´gal a` pi/6 ≈ 0.523599. La constante obtenue est la limite
continue du rapport des volumes conside´re´s lorsque la taille des voxels tend
vers 0. Pour la re´solution choisie dans le cas de notre empilement, le rapport
des volumes est de 0.528. La porosite´ est sous e´value´e d’environ 0.84% ce
qui est acceptable compare´ aux autres sources d’erreurs de´taille´es plus bas.
Notons que si la re´solution est quatre fois supe´rieure (sphe`res de diame`tre
80 voxels dans un tube de diame`tre et de hauteur 800 voxels), le rapport des
volumes est bien plus proche de la valeur the´orique (0.523625) et l’erreur se
re´duit a` 0.005%. L’erreur faˆıte sur le rayon des particules peut eˆtre e´value´e
par l’expression,
∆Vp = 4pir
2
p∆rp (1.1)
Elle est d’environ 0.28%. Ainsi, lors de la reconstruction de la ge´ome´trie
a` partir des coordonne´es du centre des sphe`res, on peut s’attendre a` des
chevauchements entre particules ou entre particules et paroi d’une distance
de 0.0056rp au plus.
Afin d’e´viter les effets de bord lors de l’e´tape calcul, il est souhaitable
de pouvoir imposer des conditions de pe´riodicite´ a` l’entre´e et a` la sortie du
tube. Pour ce faire, la ge´ome´trie doit eˆtre rigoureusement identique sur la
face d’entre´e et celle de sortie. On impose donc des conditions aux limites
pe´riodiques sur ces faces a` l’e´tape de l’empilement. Autrement dit, si une
partie d’un objet ou l’objet tout entier franchit par exemple la face de sortie,
les voxels sortant du domaine seront re´introduits dans le domaine par la face
d’entre´e conforme´ment a` la syme´trie de translation (figure 1.6).
On commence l’empilement avec l’algorithme CGP. On admet qu’il a
converge´ lorsqu’aucune particule ne peut y eˆtre ajoute´e, ce qui revient a` dire
dans la pratique qu’il n’y a pas eu d’ajout de particule durant un tre`s grand
nombre d’ite´rations. On obtient ainsi un empilement assez homoge`ne et com-
pact le long de l’axe Z mais pre´sentant cependant un espace vide a` l’entre´e et
a` la sortie du tube. On active ensuite l’algorithme RPP (Random Placement
Packing) qui va ale´atoirement positionner les particules une par une dans
le domaine en e´vitant tout chevauchement, ce qui permet de combler les es-
22
paces vides aux deux extre´mite´s. On active alors durant quelques ite´rations
le mode ”lifting” qui consiste a` translater les particules dans la direction Z
(l’axe du cylindre) d’une amplitude que l’on fixe (e´gale environ au rayon de
la particule). Ainsi, on proce`de a` une premie`re e´tape d’homoge´ne´isation de
l’empilement le long de l’axe Z. On active de nouveau l’algorithme RPP puis
le mode ”lifting”. La proce´dure est re´pe´te´e jusqu’a` obtenir un empilement
homoge`ne et pe´riodique le long de l’axe Z (figure 1.7).
Une corre´lation de la porosite´ moyenne d’un empilement moyennement
dense de sphe`res tel que dp/dt ≤ 0.256, avec dp le diame`tre de la particule et
dt le diame`tre du tube s’e´crit [30],
φref = 0.40 + 0.01(exp
10.686dp/dt −1) (1.2)
L’erreur faite sur la porosite´ moyenne est re´pertorie´e sur la Table 1.1. Elle
est estime´e par l’expression,
∆φ = 100
|φmoy − φref |
φref
(1.3)
avec,
φmoy =
1
z1 − z0
∫ z1
z0
φ(z)dz (1.4)
L’erreur constate´e vient essentiellement de l’espace vide en entre´e et en sortie
mal comble´e par l’algorithme RPP et qui a e´te´ propage´e le long de l’axe Z
par le mode ”lifting” pour retrouver une porosite´ homoge`ne le long de l’axe
Z (figures 1.2 et 1.3). La de´viation moyenne de la porosite´ axiale peut eˆtre
e´value´e par l’expression,
δφ = 100
1
z1 − z0
∫ z1
z0
|φ(z)− φmoy|
φmoy
dz (1.5)
Premie`rement notons que plus le rapport entre le diame`tre de la particule
et le diame`tre du tube est e´leve´, plus il est difficile d’obtenir un empilement
homoge`ne le long de l’axe Z. Malgre´ l’erreur e´leve´e reporte´e sur la Table 1.1,
on fera l’hypothe`se que l’homoge´ne´ite´ est conserve´e le long de Z. Ensuite,
on remarque que la porosite´ moyenne φmoy est clairement sure´value´e. C’est
cependant le prix a` payer pour re´cupe´rer un empilement pe´riodique. En effet,
comme nous nous inte´ressons aux transferts s’effectuant dans la direction ra-
diale, il faut atte´nuer autant que possible les de´veloppements le long de l’axe
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Z (∇zψ = 0) pour isoler ainsi les de´veloppements dans la direction radiale.
De plus, la pe´riodicite´ nous e´pargne des effets de bord et place d’ores et de´ja`
l’e´coulement en re´gime e´tabli. Certes, la porosite´ moyenne est sure´value´e,
mais ce n’est pas une contrainte handicapante pour e´tudier et comprendre la
physique gouvernant les transferts radiaux. C’est en effet, le profil radial de
la porosite´ qui va eˆtre un facteur pre´ponde´rant pour capturer les me´canismes
physiques pilotant les transferts radiaux (figures 1.4 et 1.5). On peut voir sur
ces figures que la variation radiale de la porosite´ est reproduite avec satis-
faction. En effet, la porosite´ est e´gale a` 1 a` la paroi et elle de´croit jusqu’a`
une distance de dp/2 avec une forte pente. Le profil oscillatoire de pe´riode
avoisinant dp est ensuite lentement amorti en s’e´loignant de la paroi. Ce pro-
fil particulier de la porosite´ montre l’influence de la paroi sur l’empilement.
En effet, en re´gion proche paroi (sur une e´paisseur de 5dp typiquement),
l’empilement est statistiquement tre`s ordonne´. La position moyenne des par-
ticules est identifiable en localisant les extrema locaux du profil radial. Par
exemple, le minimum en r = R−dp/2 localise la position moyenne du centre
des sphe`res coˆtoyant la paroi. En s’e´loignant de la paroi, le profil s’aplatit
re´ve´lant le caracte`re de´sordonne´ de l’empilement loin des parois.
Figure 1.2 – Porosite´ le long de l’axe Z (Cas 1).
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Figure 1.3 – Porosite´ le long de l’axe Z (Cas 2).
Cas forme des particules dp/dt φmoy φref ∆φ δφ
1 sphe´rique 0.2 0.4907 0.4748 3.36% 8%
2 sphe´rique 0.1 0.443 0.4191 5.7% 5%
Table 1.1 – E´valuation de la porosite´ moyenne φmoy dans deux empilements
de sphe`res.
Figure 1.4 – Porosite´ radiale (Cas 1).
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Figure 1.5 – Porosite´ radiale (Cas 2).
Figure 1.6 – Condition de pe´riodicite´.
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Figure 1.7 – Empilement de sphe`res dans un tube dont l’entre´e et la sortie
sont pe´riodiquement lie´es (Cas 2).
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1.3 Etape 2 : le maillage
1.3.1 Ge´ne´ralite´s
Le domaine fluide (milieu continu) est subdivise´ (discre´tisation spatiale)
a` l’aide d’e´le´ments ge´ome´triques simples. Le pavage du domaine se fait en
ge´ne´rale avec des hexae`dres, des te´trae`dres ou des polye`dres (figure 1.8).
Le choix de la forme ge´ome´trique des e´le´ments de´pend souvent de la com-
plexite´ du domaine a` mailler. Pour des ge´ome´tries simples, un pavage avec
des e´le´ments hexae´driques est pre´fe´re´ alors que pour des ge´ome´tries tre`s
complexes, le pavage n’est possible qu’avec des te´trae`dres ou des polye`dres.
Un maillage hybride (te´tra-prisme-hexa ou poly-hexa) est souvent re´alisable
pour la plupart des ge´ome´tries complexes rencontre´es : les zones proche paroi
ou` se de´veloppe la couche limite sont pave´es avec des e´le´ments hexae´driques
afin d’aligner le maillage dans la direction de l’e´coulement alors que les zones
plus e´loigne´es sont pave´es avec des e´le´ments polye´driques ou te´trae´driques,
la transition s’ope´rant a` l’aide de prismes lorsqu’il s’agit de te´trae`dres (figure
1.9). La forme ge´ome´trique optimale est en effet la forme hexae´drique car
la possibilite´ d’aligner la normale des faces avec la direction de l’e´coulement
permet de re´duire conside´rablement les erreurs de discre´tisation (voir para-
graphe 1.4.4). Les formes te´trae´driques sont quant a` elles celles qui ge´ne`rent
le plus d’erreur.
Maillage structure´ et non structure´
Un maillage est dit structure´ si celui-ci est ge´ne´re´ par simple reproduction
d’une forme ge´ome´trique e´le´mentaire selon une loi de´termine´e. Ce faisant,
tout nœud d’une maille peut eˆtre localise´ a` l’aide d’un triplet (i,j,k) donne´
par une loi simple. A l’inverse, un maillage non structure´ est ge´ne´re´ avec une
forme ge´ome´trique (te´trae`drique par exemple) dont les dimensions, angles
et orientations peuvent eˆtre a` priori quelconques (topologie arbitraire). La
distribution des nœuds n’est donc pas re´gie par une loi pre´de´finie, autrement
dit il n’est pas possible de pre´dire la position d’un nœud a` l’avance, celle-ci
n’e´tant de´termine´e que lors la re´alisation du maillage (figure 1.10).
Maillage conforme et non-conforme
Un maillage est dit conforme si aucune discontinuite´ de pavage existe entre
les diffe´rentes parties du domaine. Autrement dit, tous les nœuds (extre´mite´s
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Figure 1.8 – Formes ge´ome´triques couramment utilise´es pour discre´tiser un
domaine continu [31].
Figure 1.9 – Maillage hybride [32].
d’areˆte) sont partage´s avec les cellules voisines imme´diates et sont essentiels
pour de´limiter les contours de toutes ces cellules (l’absence d’un tel noeud va
remettre en cause l’existence de toutes les cellules le partageant). On parle
de non-conformite´ de`s lors qu’a` l’interface se´parant deux parties du domaine
certains nœuds peuvent ne pas eˆtre essentiels pour toutes les cellules les
partageant. Une areˆte peut avoir une extre´mite´ sur la face ou sur une areˆte
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Figure 1.10 – Maillage structure´ (gauche) [33] et maillage non structure´
(droite) [34].
d’une autre cellule. La disparition de ce noeud ne met pas en cause l’existence
de la cellule accueillant le noeud ailleurs que sur ses propres extre´mite´s. De
tels noeuds cre´ent ainsi une discontinuite´ de pavage (figure 1.11).
Qualite´ du maillage
La qualite´ du maillage est mesure´e par un certain nombre de crite`res non
inde´pendants.
Uniformite´ : Soient deux cellules voisines de centre P et N. Si la face
interne partage´e par ces deux cellules se trouve au milieu du segment [PN ],
alors on dit que ces cellules sont uniformes. Plus les diffe´rences de forme et
de volume entre les cellules voisines sont importantes, plus on s’e´loigne de
l’uniformite´.
fx =
|xfi − xN |
| ~PN | (1.6)
avec xfi , le vecteur localisant le point d’intersection du vecteur
~PN sur la
face interne et xN , le vecteur localisant le centre N d’une des deux cellules.
L’orthogonalite´ : Elle est mesure´e par l’angle forme´ par le vecteur ~PN
reliant le centre de deux cellules adjacentes a` une face et la normale a` cette
face S. La qualite´ est d’autant meilleure que l’angle ainsi forme´ tend vers
ze´ro (figure 1.12).
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Figure 1.11 – Interface non conforme [35].
Dissyme´trie : Lorsque le vecteur ~PN joignant le centre des cellules ad-
jacentes a` une face ne passe pas par le centre de la face f mais intersecte un
autre point de cette face fi, alors le vecteur ~ffi = m atteste l’existence d’une
dissyme´trie. Plus l’intensite´ Ψ de cette dissyme´trie est importante, plus dans
les cellules concerne´es, l’interpolation de valeurs depuis le centre de la cellule
aux faces sera mauvaise (figure 1.13).
Ψ =
|m|
| ~PN | (1.7)
1.3.2 Maillage des lits catalytiques
Traitement de la ge´ome´trie
On conside`re trois types d’empilement de particules dans un re´cipient
tubulaire (Table 1.2 et figure 1.14). Ces trois cas conside´re´s permettrons
d’e´tudier l’influence de la taille et de la forme des particules sur la dynamique
de l’e´coulement et les transferts thermiques. Il a e´te´ par exemple montre´ [37]
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Figure 1.12 – L’orthogonalite´ [36].
Figure 1.13 – La dissyme´trie [36].
que c’est le rapport entre le diame`tre du tube et le diame`tre e´quivalent des
particules N qui avait une influence sur la conductivite´ thermique effective
λeff et le coefficient de transfert a` la paroi Nu, plutoˆt que le diame`tre des
particules ou celui du tube. Pour estimer N lorsque la particule n’est pas
sphe´rique on utilise le diame`tre e´quivalent dp qui dans le cas d’une sphe`re
est e´gal au diame`tre de celle-ci,
V =
pi
6
d3p N =
dt
dp
(1.8)
avec V le volume de la particule et dt le diame`tre du tube. La longueur
des tubes est diffe´rente pour chaque cas e´tudie´. En effet, plus la taille des
particules empile´es est grande et la forme complexe, plus il faut agrandir le
domaine d’empilement afin qu’il y ait assez de particules pour atteindre la
convergence statistique (voir Chapitre 2).
32
Cas forme des particules N Longueur du tube (m)
1 sphe´rique 5 0.2
2 sphe´rique 10 0.1
3 cylindrique avec trous (pellets) 5 0.4
Table 1.2 – Caracte´ristiques des empilements.
Figure 1.14 – Empilement ale´atoire et pe´riodique de sphe`res. Gauche : Cas
1, N = 5. Droite : Cas 2, N = 10.
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De tels empilements pre´sentent deux difficulte´s majeures a` savoir la dif-
ficulte´ a` ge´ne´rer le maillage et la difficulte´ a` obtenir toutes les convergences
depuis la convergence des re´sidus jusqu’a` la convergence des VERs en passant
par la convergence du maillage (voir Chapitre 2 et section 1.4). La princi-
pale contrainte rencontre´e lors de la ge´ne´ration du maillage est la gamme
d’e´chelles rencontre´e. La tailles des pores que l’on peut rencontrer peut aller
de 0 (points de contact) jusqu’a` environ une taille avoisinant le diame`tre
des particules empile´es dp. Ces diffe´rentes e´chelles sont a` priori ale´atoirement
re´parties dans tout le domaine. Pour faire face a` la variabilite´ de la taille
des pores, on peut utiliser le raffinement local du maillage, ce qui permet
d’avoir une forte densite´ de cellules dans les re´gions plus e´troites et une den-
site´ moins importante ailleurs. Ceci a un impact sur l’uniformite´ du maillage,
ce qui se traduit par la ge´ne´ration d’erreurs notamment lors d’estimation des
termes de diffusion (Section 1.4). Mais la contrainte la plus difficile a` ge´rer est
le proble`me des points de contact. Lorsque deux sphe`res sont tre`s proches,
voire se touchent alors dans ces zones on peut rencontrer des cellules de tre`s
mauvaise qualite´. Dans de telles cellules, la conservation de la masse, de la
quantite´ de mouvement et de l’e´nergie n’est pas obtenue. Au fil des ite´rations
l’e´cart entre la solution ve´rifiant les e´quations de conservation et la solution
obtenue dans ces cellules se creuse, les erreurs de discre´tisation continuent a`
croˆıtre et le calcul finit par diverger. Une des solutions consiste a` e´viter les
zones tre`s e´troites. Il est possible par exemple de diminuer ou d’augmenter la
taille de toutes les particules d’un petit δr. Mais il a e´te´ montre´ [38] que les
modifications globales (diminution ou augmentation du diame`tre des parti-
cules de 1%) induisent des erreurs importantes sur l’estimation de la porosite´
et de la perte de charge (environ 4% sur la porosite´ et 12− 15% sur la perte
de charge). Ainsi, il est conseille´ de pre´fe´rer des strate´gies de modification
locale a` celles qui sont base´es sur des modifications globales.
Ici, la strate´gie retenue consiste a` e´valuer la distance se´parant les parti-
cules et a` appliquer une modification locale de`s lors que la distance se´parant
deux particules est infe´rieure a` une distance seuil pre´de´termine´e ds. On s’as-
sure ainsi que la distance minimale se´parant les particules est au-dessus de
ds. La modification locale se fait de la fac¸on suivante : lorsqu’une particule
ayant une distance infe´rieure ou e´gale a` ds avec une autre est de´tecte´e, on
agrandit la particule de 4ds. Autrement dit, le rayon de la nouvelle particule
est maintenant e´gal a` rnew = r+ 2ds. La nouvelle particule va chevaucher un
certain nombre de voisines. On retranche alors chez ces voisines les parties qui
recouvrent la nouvelle particule. La nouvelle particule reprend ensuite ses di-
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mensions initiales (figure 1.15). Quant aux points de contact particule-tube,
ceux-ci sont traite´s avec la meˆme approche : on cre´e un nouveau cylindre
dont le rayon est infe´rieur de 0.4% au rayon du tube. Les zones de particules
se trouvant a` l’exte´rieur du cylindre sont e´limine´es. En corrigeant ainsi les
pores trop e´troits, on s’assure de ne pas trouver de mailles de tre`s mauvaise
qualite´ a` l’inte´rieur du domaine.
Figure 1.15 – Traitement local de la ge´ome´trie pour s’affranchir des points
de contact et des pores trop e´troits.
Maillage du domaine fluide
La tre`s grande complexite´ de la ge´ome´trie exclut d’office la possibilite´
de ge´ne´rer un maillage structure´. Le domaine est pave´ a` l’aide de te´trae`dres
uniquement. La ge´ne´ration du maillage s’est faite avec l’algorithme NETGEN
propose´ par le logiciel Open Source SALOME. Le maillage obtenu est ensuite
exporte´ en format .unv pour ensuite eˆtre converti en .msh via OpenFoam pour
qu’il puisse eˆtre lu par le logiciel de calcul ANSYS Fluent. Les faces d’entre´e
et de sortie sont ensuite relie´es par pe´riodicite´ non conforme.
Les figures 1.16, 1.17 et 1.18 e´valuent la qualite´ du maillage en se basant
sur quatre crite`res a` savoir la de´viation du volume, la de´viation angulaire,
l’orthogonalite´ et la valeur de y+. Avec ANSYS Fluent, la de´viation du vo-
lume est e´value´e comme suit,
δv =
Vcellule e´quilate´rale − Vcellule
Vcellule e´quilate´rale
(1.9)
avec Vcellule e´quilate´rale le volume du te´trae`dre re´gulier dont les sommets se
trouvent sur la surface du sphe`re contenant les sommets de la cellule de
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notre maillage Vcellule. La qualite´ est d’autant meilleure que δv est proche de
ze´ro. Si δv est e´gale a` l’unite´, tous les noeuds de la cellule sont coplanaires
et la cellule est comple`tement de´ge´ne´re´e. La de´viation angulaire est mesure´e
comme suit,
δθ = Max[
θmax − θeq
180− θeq ,
θmin − θeq
θeq
] (1.10)
avec θeq l’angle du te´trae`dre re´gulier alors que θmax et θmin sont les angles
maximum et minimum de notre cellule. La qualite´ est d’autant meilleure que
δθ est proche de ze´ro. L’orthogonalite´ δO est e´value´e en estimant le cosinus
de l’angle αN (voir la figure 1.12). La qualite´ est d’autant meilleure que δO
est proche de l’unite´.
(a) De´viation du volume (b) De´viation angulaire
(c) Orthogonalite´ (d) Re´partition des y+
Figure 1.16 – Cas 1 : E´valuation de la qualite´ du maillage.
(a) De´viation du volume (b) De´viation angulaire
(c) Orthogonalite´ (d) Re´partition des y+
Figure 1.17 – Cas 2 : E´valuation de la qualite´ du maillage.
(a) De´viation du volume (b) De´viation angulaire
(c) Orthogonalite´ (d) Re´partition des y+
Figure 1.18 – Cas 3 : E´valuation de la qualite´ du maillage (maillage obtenu
avec le logiciel Distene).
1.4 Etape 3 : le calcul
Les e´quations aux de´rive´es partielles sont des e´quations continues. Lors
d’une re´solution nume´rique les solutions ne sont calcule´es que sur un ensemble
fini de points du domaine conside´re´. Ces solutions discre`tes convergent de plus
en plus vers la solution continue avec l’accroissement du nombre de points
sur lesquels les solutions sont connues. Pour que cette condition soit ve´rifie´e,
tout code de calcul pre´tendant re´soudre des proble`mes aux EDP doit ve´rifier
syste´matiquement les proprie´te´s suivantes.
Consistance : L’erreur de discre´tisation doit diminuer avec le raffine-
ment du maillage. Ainsi, la diffe´rence entre la solution exacte et la solu-
tion nume´rique peut eˆtre exprime´e comme e´tant proportionnelle au pas de
discre´tisation a` la puissance m, avec m un entier positif. La solution nume´rique
est d’autant plus pre´cise que m est grand, m pouvant eˆtre associe´ a` l’ordre
d’approximation.
Stabilite´ : L’erreur de discre´tisation doit diminuer avec l’avancement du
calcul. Autrement dit, ces erreurs ne doivent pas eˆtre amplifie´es par l’algo-
rithme de re´solution choisi.
Conservation : Les grandeurs conserve´es par l’EDP continue doivent
aussi eˆtre conserve´es par la formulation discre`te (Conservation de la masse,
de la quantite´ de mouvement, de l’e´nergie).
1.4.1 E´quations de conservation
Les e´quations aux de´rive´es partielles continues que nous re´solvons ici sont
une mode´lisation de la re´alite´. Les e´quations de Navier-Stokes incompres-
sibles par exemple de´crivent le mouvement collectif des mole´cules composant
le fluide. On de´finit un volume e´le´mentaire fluide repre´sentatif du mouve-
ment d’ensemble. Ce volume contient statistiquement un meˆme nombre de
mole´cules mais pas force´ment les meˆmes au cours de son de´placement. Ses
dimensions sont assez petites pour que les grandeurs le caracte´risant (vi-
tesse, tempe´rature) puissent eˆtre conside´re´es ponctuelles mais assez grandes
(supe´rieures devant la distance intermole´culaire ou devant le libre parcours
moyen) pour appliquer le formalisme du milieu continu. Le mouvement chao-
tique a` l’inte´rieur du volume fluide ainsi que les e´changes de particules entre
volumes fluides sont quant a` eux mode´lise´s par la notion de viscosite´ µ, de
pression P et de tempe´rature T. Les e´quations de conservation de la masse
et de la quantite´ de mouvement ci-dessous de´crivent le mouvement des par-
ticules fluides incompressibles a` l’e´chelle me´soscopique.
∂
∂xj
(ρuj) = 0 (1.11)
∂(ρui)
∂t
+
∂
∂xj
(ρuiuj) = − ∂
∂xi
P +
∂
∂xj
τ¯ (1.12)
ou` le tenseur des contraintes s’e´crit,
τ¯ = µ
[
(
∂
∂xj
ui +
∂
∂xi
uj)− 2
3
∂
∂xi
ui
]
(1.13)
avec ui les composantes du vecteur vitesse, P la pression, ρ la masse volu-
mique et µ la viscosite´ mole´culaire.
La conservation de l’e´nergie est repre´sente´e par l’e´quation suivante,
∂(ρCpT )
∂t
+
∂
∂xj
(ρCpujT ) =
∂
∂xj
(λf
∂
∂xj
T ) (1.14)
avec T , Cp et λf , respectivement la tempe´rature, la capacite´ calorifique mas-
sique et la conductivite´ thermique du fluide conside´re´.
1.4.2 Mode`le de Turbulence [39, 40]
Les e´quations de Navier-Stokes de´crivent le mouvement instantane´ des
particules fluides dans un domaine donne´, en donnant a` chaque instant t et
en chaque point x de l’espace le vecteur vitesse u(x, t). En posant ui(x, t),
la moyenne temporelle de la composante i du champ u(x, t) en un point x
de l’espace, le champ instantane´ peut eˆtre de´compose´ suivant,
ui(x, t) = ui(x, T ) + u
′
i(x, t) (1.15)
avec ui(x, T ) la moyenne de la composante i du vecteur vitesse u(x, t) des
diffe´rentes particules fluides ayant traverse´ le point situe´ en x sur une pe´riode
temporelle T choisie tel que 1/T soit tre`s petit par rapport a` la fre´quence
caracte´ristique des fluctuations de u(x, t). Cela revient a` mettre en place une
bande passante qui ne laisse passer que les basses fre´quences.
ui(x, T ) =
1
T
∫ t+T
t
ui(x, t)dt (1.16)
u
′
i est la de´viation temporelle de moyenne nulle. Cette de´composition est com-
mune´ment appele´e la de´composition de Reynolds. En appliquant la moyenne
temporelle a` (1.11) et (1.12),
∂
∂xj
uj = 0 (1.17)
∂ui
∂t
+
∂
∂xj
(uiuj) = − ∂
∂xi
P
ρ
+ ν
∂2
∂x2j
ui (1.18)
et en utilisant la de´composition de Reynols (1.15), on obtient les e´quations
RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes) incompressibles gouvernant le
champ moyen du vecteur vitesse.
∂
∂xj
uj = 0 (1.19)
∂ui(x, T )
∂T
+
∂
∂xj
(uiuj) = − ∂
∂xi
P
ρ
+ ν
∂2
∂x2j
ui − ∂
∂xj
u
′
iu
′
j (1.20)
Lorsque la moyenne temporelle de la vitesse ne varie plus au cours du temps
en tout point x de l’espace (∂ui(x,T )
∂T
= 0), ces e´quations de´crivent la re´partition
du champ de vitesse dans l’espace en re´gime stationnaire. Alors, ui(x) peut
eˆtre vu comme e´tant la moyenne statistique de la composante i de u(x) des
particules fluides passant par x.
ui(x) =
1
T
∫ T→∞
0
ui(x, t)dt (1.21)
En multipliant (1.12) par ui, en prenant ensuite sa moyenne temporelle et
en retranchant (1.20) a` l’expression obtenue, on obtient l’e´quation gouvernant
l’e´nergie des fluctuations du champ de vitesse.
∂k
∂t
+
∂
∂xj
kuj = − ∂
∂xj
[
P ′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j] + ν
∂2
∂x2j
k − u′iu′j
∂ui
∂xj
−  (1.22)
ou` k =
u
′
iu
′
i
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est l’e´nergie cine´tique turbulente,  = ν
∂u
′
i
∂xj
∂u
′
i
∂xj
le taux de dissipa-
tion visqueuse.
L’e´quation d’e´volution exacte du taux de dissipation e´tant complexe a`
mode´liser, il a e´te´ construit une e´quation de fac¸on artificielle dont la justifi-
cation ne repose que sur l’analogie a` l’e´quation gouvernant l’e´nergie cine´tique
turbulente et sur l’analyse dimensionnelle. L’e´quation postule´e s’e´crit,
D
Dt
 = Production−Destruction+Diffusion (1.23)
D
Dt
e´tant la de´rive´e particulaire. Le terme de production et celui de des-
truction s’e´crivent par un raisonnement dimensionnel,
Production−Destruction = 
k
(C1Pk − C2) (1.24)
avec Pk le terme de production d’e´nergie cine´tique turbulente venant de
(1.22). Ayant suppose´ la proportionnalite´ entre l’e´volution de k et de  comme
suit,
1
k
D
Dt
k ∝ 1

D
Dt
 ⇒ D
Dt
 ∝ 
k
D
Dt
k (1.25)
les coefficients C1 et C2 servent a` corriger d’e´ventuelles diffe´rences entre
la dynamique de k et celle de . On utilise l’hypothe`se de Boussinesq pour
fermer l’e´quation (1.22),
− ∂
∂xj
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′
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′
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σk
∂k
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) (1.26)
avec σk le nombre de Prandtl associe´ a` l’e´nergie cine´tique turbulente et νt la
viscosite´ turbulente qui s’e´crit,
νt = cµ
k2

(1.27)
Les e´quations ferme´es de´crivant les fluctuations turbulentes s’e´crivent finale-
ment,
∂ρk
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avec σ, le nombre de Prandtl associe´ au taux de dissipation et Sij le tenseur
de de´formation,
S =
√
2SijSij, Sij =
1
2
(
∂u¯i
∂xj
+
∂u¯j
∂xi
) (1.30)
Pour re´aliser les calculs d’e´coulement 3D a` l’inte´rieur des tubes catalytiques
avec le logiciel ANSYS Fluent, on utilisera la version re´alisable du mode`le
k−  (voir documentation Fluent) plutoˆt que le mode`le standard de´crit plus
haut. Ce mode`le, en reformulant la viscosite´ turbulente avec un Cµ variable,
garantit certaines proprie´te´s mathe´matiques telles que l’ine´galite´ de Schwarz
pour les contraintes de cisaillement et la positivite´ du cisaillement normal. De
plus, une nouvelle e´quation d’e´volution pour le taux de dissipation  est pro-
pose´e pour tenter de corriger le mode`le standard. Les modifications apporte´es
ont montre´ des ame´liorations notables pour les e´coulements pre´sentant des
champs de vitesse avec d’importantes courbures, des tourbillons et des zones
de recirculation.
∂ρ
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∂xj
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] + C1ρS− C2ρ 
2
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(1.31)
avec
C1 = max
[
0.43,
η
η + 5
]
, η = S
k

(1.32)
Les coefficients du mode`le sont σk = 1.0, σ = 1.2, C2 = 1.9.
1.4.3 Loi de paroi[39, 41, 42, 43]
Nous traitons ici des e´coulements turbulents a` travers un milieu dans le
quel la pre´sence de parois est tre`s importante. Le me´canisme et la dynamique
des e´coulements parie´taux pre´sentent un caracte`re qualitativement universel
dans la re´gion tre`s proche de la paroi. En effet, Un e´coulement en pre´sence
de paroi doit satisfaire la nullite´ du vecteur vitesse a` la paroi (adhe´rence
a` la paroi) alors que la vitesse du fluide loin de la paroi est non nulle. La
couche limite peut eˆtre vue comme une zone de raccord dans laquelle le
fluide passe de fac¸on continue de sa vitesse non nulle loin des parois a` ze´ro
sur la paroi, donnant lieu ainsi a` un cisaillement. Le cisaillement intensifie
l’anisotropie de l’e´coulement (pour satisfaire l’incompressibilite´ du fluide, une
structure turbulente se dirigeant dans la direction normale a` la paroi va
redistribuer sa quantite´ de mouvement dans les autres directions lorsqu’elle
va venir taper la paroi) et produit de l’e´nergie cine´tique (terme de production
dans l’e´quation de l’e´nergie cine´tique turbulente). De plus, la variation de la
vitesse en s’e´loignant de la paroi entraˆıne en meˆme temps la variation du
nombre de Reynolds qui va passer de ze´ro a` une valeur tre`s grande devant
un, montrant ainsi que le poids respectifs des effets de la viscosite´ et des effets
inertiels non line´aires vont aussi varier dans la couche limite en fonction de
la distance a` la paroi. A partir du frottement parie´tal τ ,
τ = µ
du¯
dy
|paroi (1.33)
on peut de´finir une vitesse de frottement,
u¯τ =
√
τ
ρ
(1.34)
avec lequel on construit une longueur caracte´ristique pertinente qui servira
a` adimensionner la distance a` la paroi dans la couche limite.
y+ =
yu¯τ
ν
(1.35)
La couche limite se de´veloppant sur une paroi d’e´paisseur δ est caracte´rise´e
par des me´canismes physiques qui varient en fonction de la distance a` la
paroi. On peut toutefois identifier des zones bien de´finies dans lesquelles
la dynamique de l’e´coulement pre´sente une certaine universalite´ (Tableaux
1.3 et 1.4). La zone tampon est particulie`rement complexe puisque les ef-
fets visqueux sont aussi importants que les effets inertiels. Elle diffe`re des
autres re´gions en e´tant exce´dentaire sur le plan e´nerge´tique. En effet, elle
se caracte´rise par une production supe´rieure a` la dissipation contrairement
aux autres re´gions qui de´truisent plus d’e´nergie qu’elles en produisent. Le
maximum de production se trouve quelque part dans cette zone. La pro-
duction de turbulence dans cette zone peut eˆtre explique´e par l’existence de
structures cohe´rentes telles que des tourbillons longitudinaux et des streaks.
Les streaks sont des jets longitudinaux allonge´s, sinueux et robustes avec
une vitesse longitudinale instantane´e qui peut eˆtre soit tre`s rapide ou tre`s
lente par rapport a` la vitesse moyenne au meˆme endroit. On distingue de
cette fac¸on les streaks rapides des streaks lents. Les streaks rapides sont par
exemple responsables de l’augmentation du frottement local instantane´ dans
les e´coulements turbulents. Ces structures coˆtoient des tourbillons longitu-
dinaux oriente´s le´ge`rement vers l’exte´rieur de la couche limite et localise´s
pre`s des parois. Il a e´te´ confirme´ que ces deux types de structures cohe´rentes
forment un cycle de ge´ne´ration mutuelle. Par effet d’entrainement, les tour-
billons longitudinaux donnent naissance a` des streaks : en aspirant du fluide
vers la paroi, les tourbillons apportent dans la couche limite du fluide avec
une quantite´ de mouvement supe´rieure a` celle existant sur place donnant
ainsi naissance a` de streaks rapides. De meˆme, en e´jectant du fluide a` faible
quantite´ de mouvement depuis la paroi vers l’exte´rieur, des streaks lents sont
cre´e´s. Cependant, la fac¸on dont les streaks cre´ent des tourbillons reste encore
a` e´claircir. Ceci e´tant, il est de´montre´ que le syste`me compose´ d’un streak et
de deux tourbillons longitudinaux forment un cycle auto entretenu et que ce
cycle est localise´ essentiellement dans la re´gion tampon (10 ≤ y+ ≤ 60). En
effet, il a e´te´ observe´ que lorsque l’on isolait cette zone de tout e´change avec
les autres zones de la couche limite, le cycle continuait a` exister et a` perdu-
rer. L’analyse des spectres des fluctuations de la vitesse longitudinale montre
l’existence de streaks pour tout nombre de Reynolds, notamment dans la
zone interne. Mais elle re´ve`le aussi l’existence de structures de grande taille
(de l’ordre de l’e´paisseur de la couche limite ou du diame`tre du conduit)
localise´es essentiellement dans la zone logarithmique et de structures de tre`s
grande taille qui sont des dizaines de fois plus grandes que les structures
de grandes tailles. Il a e´te´ montre´ que contrairement a` ce que l’on pouvait
penser, ces structures de grande et tre`s grande taille posse`dent 40− 65% de
l’e´nergie cine´tique turbulente et ge´ne`rent 30− 50% des fluctuations croise´es
u′v′. L’activite´ de ces structures de grandes et tre`s grandes tailles s’intensi-
fient avec le nombre de Reynolds montrant que l’e´nergie cine´tique turbulente
n’est pas monopolise´e dans les structures cohe´rentes de petites tailles (streaks
et tourbillons longitudinaux) mais que la dynamique globale est beaucoup
plus complexe car les structures de grandes tailles apparaissent sous la forme
d’ondulations late´rales de paquets de petites structures. Une loi de paroi
empirique propose´e par Thompson pour la re´gion interne s’e´crit,
u¯+(y+) =

y+ y+ < 4
4.19− 5.75lny+ + 5.11ln2y+ − 0.767ln3y+ 4 ≤ y+ < 30
1
κ
lny+ + 5.45 y+ ≥ 30
avec κ la constante de Von Karman (voir figure 1.19).
Dans la re´gion externe, le profil de la vitesse moyenne est ge´ne´ralement
donne´ par une loi de´ficitaire,
u¯∞ − u¯(y)
u¯τ
= Ψ(ζ), ζ =
y
δ
(1.36)
En effectuant un de´veloppement asymptotique raccorde´ (DAR), on s’aperc¸oit
Figure 1.19 – Loi de paroi propose´e par Thompson.
que la condition suivante doit eˆtre satisfaite par la fonction Ψ(ζ).
lim
ζ→0
Ψ(ζ) = −1
κ
lnζ +B (1.37)
On peut retenir la formule propose´e par Coles (1956),
Ψ(ζ) = −1
κ
lnζ −W (1.38)
avec
W = Π(x)
κ
[1− cos(piζ)] (1.39)
ou` Π(x) est le coefficient de sillage. Une formulation du profil complet de la
vitesse moyenne peut eˆtre obtenue.
u¯(y)
u¯τ
= (solution interne) + (solution externe)− frac (1.40)
ou` la fonction de raccord frac s’e´crit,
frac = lim
y+→∞
(solution interne) = lim
ζ→0
(solution externe) (1.41)
Figure 1.20 – maillage des zones proches paroi avec des te´trae`dres.
On obtient finalement,
u¯(y)
u¯τ
= u¯+(y+) +W (1.42)
S’agissant de la dynamique de la tempe´rature dans la couche limite, elle
est pilote´e par la diffusion mole´culaire et la diffusion turbulente normales a`
Zone Sous Zone e´tendue u¯(y)
Sous-couche visqueuse 0 ≤ y+ ≤ 3− 5 u¯+ = y+
Interne Zone tampon 3− 5 ≤ y+ ≤ 30− 50 loi empirique
Zone logarithmique 30− 50 ≤ y+ ≤ 0.1δ+ u¯+ = 1
κ
ln(y+) + C1
Externe Zone logarithmique 30− 50ν/u¯τ ≤ y ≤ 0.1δ u¯ = 1κ ln(y/h) + C2
Sillage y ≥ 0.1δ loi empirique
Table 1.3 – Les diffe´rentes zones de la couche limite.
Sous Zone Bilan e´nerge´tique simplifie´
Sous-couche visqueuse dissipation = diffusion visqueuse
Zone tampon production = dissipation + diffusion turbulente
Zone logarithmique production = dissipation
Zone logarithmique production = dissipation
Sillage diffusion turbulente = dissipation
Table 1.4 – Bilan e´nerge´tique dans les diffe´rentes zones de la couche limite.
la paroi.
λ
dT¯ (y)
dy
− v′T ′ = qw (1.43)
avec λ et qw la conductivite´ mole´culaire et le flux a` la paroi. Dans la sous-
couche diffusive colle´e a` la paroi, la diffusion turbulente est ne´gligeable et le
profil de tempe´rature prend une forme simple en apparence.
T+(y+, P r) = Pry+ T+ =
T¯ (y)− T¯w
T ∗
(1.44)
ou` T ∗ est la tempe´rature de frottement.
T ∗ =
qw
Cpρuτ
(1.45)
En effet, la complexite´ vient de l’e´paisseur de la sous-couche diffusive qui
de´pend du nombre de Prandtl Pr. Pour Pr ∼ 1, l’e´paisseur de la couche
thermique diffuse est de meˆme ordre que l’e´paisseur de la sous-couche vis-
queuse. Mais pour Pr  1, son e´paisseur est plus mince que celle de la
couche visqueuse et a` l’inverse pour Pr  1, elle est plus e´paisse et recouvre
une partie de la couche logarithmique.
La zone logarithmique thermique de´limite quant a` elle la zone ou` la dif-
fusion mole´culaire est ne´gligeable devant la diffusion turbulente. Le profil de
tempe´rature s’e´crit,
T¯ (y)
T ∗
=
1
κθ
ln(y+) +B (1.46)
avec κθ, la constante de Von Karman pour le scalaire passif. La pre´sence de
structures cohe´rentes influence la dynamique du scalaire passif. Les zones de
forte valeur qw a` la paroi sont corre´le´es avec les streaks rapides. Les struc-
tures cohe´rentes agissent tels de micro-me´langeurs naturels qui ame´liorent le
transfert de chaleur a` la paroi.
La loi de paroi utilise´e pour re´aliser les calculs 3D dans les lits catalytiques
est la loi de paroi ame´liore´e propose´e par Fluent [44]. C’est une me´thode qui
re´sout l’e´coulement jusque dans la couche laminaire dans les zones ou` le
maillage est tre`s fin (y+ ≈ 1) mais utilise une loi de paroi dans les zones
pre´sentant un maillage plus grossier. C’est particulie`rement inte´ressant pour
la configuration ge´ome´trique que nous conside´rons. En effet, la taille des
pores e´tant variable, le type d’e´coulement rencontre´ pre`s des parois des par-
ticules peuvent varier d’un endroit a` l’autre. Certaines configurations des
particules peuvent donner lieu a` des mouvements de recirculations, d’autres
a` des jets de fluide. Dans les zones proche paroi ayant a` faire a` diffe´rents types
d’e´coulements, la vitesse de frottement sera de´termine´e par l’e´coulement local
impliquant ainsi un y+ diffe´rent dans tout le domaine (figures 1.16d, 1.17d,
1.18d). Cette distribution non homoge`ne de y+ engendre´e par la physique de
l’e´coulement peut ensuite eˆtre amplifie´e (ou atte´nue´e) par la taille des cellules
bordant la surface des particules. Le maillage e´tant re´alise´ qu’avec des cel-
lules te´trahe´driques dont la densite´ locale est parame´tre´e par l’e´troitesse des
pores, il faut s’attendre a` un maillage assez raffine´ pre`s des parois formant
des pores e´troits alors que les parois coˆtoyant les pores de ” grande taille
” seront borde´es de cellules de taille plus grande (figure 1.20). La me´thode
combinant loi de paroi et mode`le a` deux couches semble pouvoir mieux es-
timer les diffe´rents champs proche paroi dans tout le domaine qu’une loi de
paroi standard.
En de´finissant un nombre de Reynolds turbulent Rey ≡ ρ
√
ky
µ
, avec y la
distance se´parant le centre des cellules a` la paroi la plus proche, on identifie
les zones affecte´es par la viscosite´ par Rey < 200 des zones comple`tement
turbulentes ou` le mode`le k −  est utilise´ pour traiter la turbulence. Dans
la re´gion affecte´e par la viscosite´, la turbulence est traite´e par un mode`le
a` une e´quation de Wolfstein [45]. La viscosite´ turbulente dans cette re´gion
s’e´crit µt,2layer = ρCµlµ
√
k avec lµ = yCl(1 − e−Rey/Aµ)[46], Cl = κC3/4µ , et
Aµ = 70. La viscosite´ turbulente dans tout le domaine s’e´crit alors µt,tot =
λµt + (1− λ)µt,2layer avec λ une fonction de raccord s’e´crivant λ = 12 [1 +
tanh(Rey−200
A
)]. De meˆme le taux de dissipation dans la zone affecte´e par la
viscosite´ est donne´ par  = k
3/2
l
avec l = yCl(1− e−Rey/2Cl). En fonction de
y+, la loi de paroi est ajuste´e,
u+ = eΓu+lam + e
1/Γu+turb (1.47)
avec la fonction de coupure Γ = −0.01(y+)4
1+5y+
de´finie par Kader [43]. De meˆme,
du+
dy+
= eΓ
du+lam
dy+
+ e1/Γ
du+turb
dy+
(1.48)
avec
du+turb
dy+
= 1
κy+
et
du+lam
dy+
= 1. En utilisant la meˆme approche,
T+ ≡ (Tw − Tp)ρcpuT
q.
= eΓT+lam + e
1/ΓT+turb (1.49)
avec Γ = −0.01(Pry+)4
1+5Pr3y+
, q˙ le flux thermique a` la paroi, Tp la tempe´rature
au centre de la premie`re cellule bordant la paroi, uT la vitesse dans la sous-
couche thermique et Pr le nombre de Prandtl. La tempe´rature dans la couche
laminaire est donne´e par la loi,
T+lam = Pr(u
+
lam +
u∗ρ
2q˙
u2) (1.50)
et la loi de paroi au-dessus de la couche laminaire s’e´crit,
T+turb = Prt
[
u+turb + 9.24((
Pr
Prt
)3/4 − 1)(1 + 0.2e−0.007Pr/Prt)
+
ρu∗
2q˙
(u2 − ( Pr
Prt
− 1)(u+c )2(u+∗ )2)
] (1.51)
avec Prt le nombre de Prandtl turbulent et u+c la vitesse dans la zone tampon.
1.4.4 Re´solution discre`te des e´quations de conserva-
tion
Me´thode des volumes finis
Chaque cellule repre´sente un volume de controˆle dans lequel les lois de
conservation de masse, de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie e´nonce´es
ci-dessus doivent eˆtre satisfaites. La forme ge´ne´rale de ces e´quations de
conservation ou e´quations de transport dans un volume de controˆle s’e´crit en
re´gime stationnaire sous la forme ci-dessous∫
Vc
~∇ · (ρ~uψ)dV︸ ︷︷ ︸
convection
−
∫
Vc
~∇ · (ρΓψ∇ψ)dV︸ ︷︷ ︸
diffusion
=
∫
Vc
SψdV︸ ︷︷ ︸
Source
(1.52)
ou` ψ est une variable ge´ne´rale qui peut eˆtre la tempe´rature, les composantes
du vecteur vitesse, l’e´nergie cine´tique turbulente ou encore le taux de dis-
sipation. Vc est le volume de controˆle et Γψ le coefficient de diffusion de la
quantite´ ψ. Tous les termes qui peuvent apparaˆıtre dans une e´quation de
transport peuvent eˆtre finalement repre´sente´s sous forme de diffusion, de
convection et de terme source. Le terme source regroupe tous les termes qui
ne s’e´crivent pas sous forme d’une divergence et s’interpre`te comme e´tant une
production ou une destruction effective de la quantite´ ψ. L’e´quation (1.52)
est discre´tise´e dans chaque volume de controˆle suivant la me´thode des vo-
lumes finis. Cette me´thode est tre`s populaire car elle est conservative par
nature et son utilisation est inde´pendante des e´le´ments ge´ome´triques choi-
sis (te´trae`dres par exemple) pour discre´tiser le domaine et de la fac¸on dont
cette discre´tisation s’est ope´re´e (structure´ ou non structure´). En utilisant le
the´ore`me de flux-divergence, la forme inte´grale de l’e´quation (1.52) s’e´crit,∮
Sc
dS · (ρ~uψ)−
∮
Sc
dS · (ρΓψ∇ψ) =
∫
Vc
SψdV (1.53)
avec Sc, la surface de´limitant le volume de controˆle et dS, le vecteur nor-
mal associe´ a` chaque e´le´ment de surface dS. L’e´quation (1.53) est ensuite
discre´tise´e a` l’inte´rieur de chaque volume de controˆle. L’annexe A repasse en
revue les diffe´rentes sources d’erreur qui surgissent lors de la discre´tisation
d’e´quations de type (1.53). Elle souligne aussi le roˆle de´terminant joue´ par
la qualite´ du maillage sur la pre´cision de la solution calcule´e. Il est en effet
important de relier les diffe´rentes erreurs ge´ne´re´es lors de la discre´tisation des
e´quations a` leurs sources pour concre`tement comprendre pourquoi il est plus
utile d’insister sur la qualite´ du maillage que sur la pre´cision des sche´mas de
discre´tisation.
Sche´mas de discre´tisation
Pour e´valuer les gradients au centre des cellules, la me´thode choisie dans
ANSYS Fluent est celle des moindres carre´es. La variation de la variable
de´pendante entre deux cellules voisines s’e´crit,
(∇ψ)c0 ·∆ri = (ψci − ψc0) (1.54)
avec ψc0 et (∇ψ)c0, la valeur de la variable et de son gradient au centre de la
cellule c0 , ψci la valeur de la variable au centre d’une cellule voisine ci et ∆ri,
la distance se´parant le centre de chacune de ces deux cellules. En prenant en
compte toutes les cellules qui entourent la cellule c0, (1.54) devient
[J ](∇ψ)c0 = ∆ψ (1.55)
ou` J est une matrice qui ne de´pend que de la forme ge´ome´trique des cellules.
En utilisant la me´thode de projection de Gram-Schmidt pour de´composer les
coefficients de la matrice J , chaque composante du gradient de la variable
de´pendante au centre de la cellule c0 s’e´crit,
(∇jψ)c0 =
n∑
i=1
W ji0 · (ψci − ψc0) (1.56)
avec n le nombre de cellules voisines a` c0 et W ji0 la projection du vecteur
∆ri dans la direction j. Pour discre´tiser les e´quations de la turbulence (1.28)
et (1.31), on utilise un sche´ma de´centre´ en amont du premier ordre. ANSYS
Fluent estime que la valeur au centre de la cellule e´tant la valeur moyenne
dans la cellule, cette valeur est la meˆme en tout point du volume, y compris
sur la face. Ce faisant, le sche´ma de´centre´ en amont du premier ordre se lit
selon ANSYS ψf = ψc0, ou` ψc0 est la valeur au centre de la cellule se trouvant
en amont de la face f . La discre´tisation des e´quations de conservation de la
quantite´ de mouvement et de l’e´nergie s’est faˆıte par un sche´ma de´centre´ en
amont d’ordre deux.
(∇jψ)f = ψc0 + (∇ψ)c0 ·∆r (1.57)
ou` c0 est la cellule se trouvant en amont de la face f . Le gradient au centre de
la cellule est e´value´e par la me´thode des moindres carre´es de´crite ci-dessus.
Le syste`me line´aire a` re´soudre en mettent en e´vidence le terme de Pression
est,
apψ =
∑
n
anψn +
∑
PfS · n+ b (1.58)
ou` la valeur de la pression sur le centre de la face est donne´e par le sche´ma
standard.
Pf =
Pc0
ap,c0
+ Pc1
ap,c1
1
ap,c0
+ 1
ap,c1
(1.59)
Partant du lien qui existe entre la condition d’ incompressibilite´ du fluide
et du roˆle de la pression pour assurer cette condition, le couplage vitesse-
pression est re´alise´ avec une approche dite de pre´diction-correction.
∇j(ρvj) = 0⇒
∮
ρ~v · d ~A = 0⇒
Nfaces∑
f
ρfvfAf = 0 (1.60)
ou` vf est la vitesse a` travers la face f interpole´e depuis la valeur de vitesse
sauvegarde´e au centre des cellules c0 et c1 adjacentes a` la face.
ρfvf = ρf
aP,c0vn,c0 + aP,c1vn,c1
aP,c0 + aP,c1
+df [Pc0−Pc1+( ~∇P )c0·~r0−( ~∇P )c1·~r1] (1.61)
Pc0, Pc1 et vn,c0, vn,c1 sont respectivement les pressions et les vitesses normales
sauvegarde´es au centre des cellules c0 et c1. Les coefficients de ponde´rations
aP sont ceux utilise´s dans l’e´quation de conservation de la quantite´ de mou-
vement (1.58). df enfin est une fonction de aP . Nous utilisons l’algorithme
SIMPLE imple´mente´ dans le solveur ANSYS Fluent pour obtenir le champ de
pression. On pose ρfvf = Jf . L’e´quation de la conservation est premie`rement
re´solue avec une valeur arbitraire du champ de pression P ∗. Le flux a` travers
les faces obtenu par l’e´quation (1.61) ne satisfait pas l’e´quation de la conti-
nuite´ (1.60). Au flux calcule´ J∗f , on apporte une correction J
′
f pour que le
flux ainsi corrige´ satisfasse la continuite´.
Jf = J
∗
f + J
′
f (1.62)
ou` J
′
f = df [P
′
c0−P ′c1] avec P ′ci la correction apporte´e a` la pression au centre de
la cellule ci. En re´e´crivant l’e´quation de la continuite´ discre´tise´e (1.61) avec
la de´composition (1.62), on en de´duit l’e´quation re´gissant le terme correctif
de la pression,
aPP
′
=
∑
n
anP
′
n + b (1.63)
ou` b =
∑Nf
f J
∗
fAf . La solution de l’e´quation (1.63) permet d’obtenir la pres-
sion a` l’inte´rieur des cellules et les flux surfaciques Jf qui cette fois-ci satisfont
l’e´quation de la continuite´.
P = P ∗ + αPP
′
(1.64)
Jf = J
∗
f + df [P
′
c0 − P
′
c1] (1.65)
avec αP , le facteur de sous-relaxation.
Algorithme de re´solution
Re´soudre des EDP a` l’e´tat stationnaire revient a` re´soudre un syste`me
d’e´quations a` N e´quations ou` N s’obtient en faisant le produit du nombre de
cellules par le nombre de variables de´pendantes.
Aψ + b = 0 (1.66)
ou` A est une matrice N×N . Lorsque ce syste`me d’e´quation n’est pas line´aire,
on proce`de d’abord a` la line´arisation de celui-ci pour obtenir un syste`me
line´aire comme suit,
aPψP =
∑
n
anψn + b (1.67)
ou` ap et an sont respectivement les coefficients line´arise´s au centre de la cel-
lule P et au centre des cellules voisines a` la cellule P. Lorsque le nombre
d’e´quations N est tre`s important (tre`s courant en CFD), on a souvent re-
cours a` des me´thodes ite´ratives pour re´soudre le syste`me line´aire. En effet,
les me´thodes directes (la de´composition LU, e´limination de Gauss ou meˆme
l’algorithme Thomas) sont inadapte´es pour de grands syste`mes comme le
nombre d’ope´rations requises explosent avec N. Il en est de meˆme avec la de-
mande en me´moire qui e´volue comme N2. Toutefois, la plupart des me´thodes
ite´ratives imple´mente´es dans les solveurs existants exige que la matrice A soit
diagonalement dominante pour garantir la convergence. Il faut donc s’assurer
que la magnitude du terme diagonal soit supe´rieure ou e´gale a` la somme de
la magnitude des termes non diagonaux se trouvant sur la meˆme ligne.
∀i ∈ [1, n], |ai,i| ≥
n∑
j 6=i
|ai,j| (1.68)
Il est possible d’augmenter la dominance des termes diagonaux en jouant
sur les facteurs de sous-relaxation associe´s a` chaque variable de´pendante. Le
facteur de sous relaxation a pour roˆle de controˆler la variation de ψ entre
ite´rations successives.
ψi = ψi−1 + α∆ψ (1.69)
avec α le facteur de sous-relaxation et ∆ψ la variation de ψ entre l’ite´ration
i− 1 et i. Le syste`me line´aire avec facteur de relaxation s’e´crit,
aPψ
i
α
=
∑
n
anψ
i
n + b+
1− α
α
aPψ
i−1 (1.70)
Le syste`me line´aire ci-dessus est re´solu en utilisant la me´thode de Gauss-
Seidel avec l’algorithme AMG (voir la domcumentation Fluent pour plus de
de´tail).
Convergence des re´sidus
A chaque ite´ration, le re´sidu d’une inconnue ψ est e´value´e comme e´tant
l’e´cart de la solution calcule´e a` la solution exacte donne´e par (1.67).
Rψ =
∑
cell |
∑
n anψn + b− aPψP |∑
cell |aPψP |
(1.71)
On s’assurera que la valeur des re´sidus soit tre`s petite (infe´rieure a` 10−3
pour les composantes de la vitesse et les variables turbulentes et infe´rieure
a` 10−6 pour l’e´nergie). Ce crite`re est tre`s important mais insuffisant car
il faut souvent le comple´ter en ve´rifiant par ailleurs que le conservation des
diffe´rents flux est respecte´e (e´cart tre`s infe´rieur a` 1%). Meˆme si la convergence
des re´sidus est atteinte (crite`res e´nonce´s ci-dessus ve´rifie´s) il faut toutefois
s’assurer que des valeurs pertinentes du proble`me (tempe´rature a` la paroi
par exemple) ne varient plus au cours des ite´rations.
1.4.5 Convergence en maillage
Les erreurs de discre´tisation et d’interpolation sont comme nous venons
de voir plus haut des fonctions de la taille des mailles (voir annexe A). Autre-
ment dit, raffiner un maillage permet de diminuer ces erreurs. Cependant, la
question qui peut eˆtre souleve´e est de savoir quelle est la plus petite taille de
maille a` partir de la quelle on peut conside´rer que les erreurs de discre´tisation
sont ne´gligeables. Il n’est souvent pas possible de savoir a` l’avance la taille
optimale des mailles dans les diffe´rentes re´gions du domaine, notamment
lorsque la ge´ome´trie est tre`s complexe et/ou que le maillage est non struc-
ture´. En effet, comme il a e´te´ montre´ plus haut, l’erreur de discre´tisation
de´pend aussi de la solution et de ses de´rive´es qui sont des inconnues du
proble`me. Une me´thode pratique de s’assurer que les erreurs de discre´tisation
sont ne´gligeables est de raffiner le maillage existant et de comparer la solu-
tion obtenue avec le nouveau maillage a` la solution obtenue avec l’ancien. Si
la diffe´rence entre les deux solutions est infe´rieure a` un crite`re que l’on a fixe´
(erreur acceptable), on conside`re que la convergence en maillage est obtenue.
Dans le cas contraire, on raffine de nouveau le maillage et ainsi de suite jus-
qu’a` ce que la diffe´rence entre les solutions calcule´es sur deux raffinements
de maillage successifs soit infe´rieure au crite`re pre´de´fini. La solution ve´rifiant
la convergence en maillage est conside´re´e inde´pendante du maillage (raffiner
davantage n’affecte plus la solution (voir la figure 1.21). Comme nous nous
inte´ressons dans la suite aux profils radiaux des quantite´s moyenne´es spa-
tialement et temporellement, il paraˆıt naturel de ve´rifier la convergence en
maillage pour ces profils doublement moyenne´s (Chapitre 2, section 2.3.3).
Figure 1.21 – La convergence en maillage [47].
1.5 Conclusion
Nous avons dans ce chapitre de´taille´ les diffe´rentes e´tapes que comprend
la chaine nume´rique tout en de´nichant les diffe´rentes sources d’erreurs qui
prennent naissance d’une part sur les hypothe`ses de simplifications, les ap-
proximations, les mode`les et d’autre part sur les compromis re´alise´s pour faire
face aux contraintes pratiques. La base de donne´es ge´ne´re´e et conside´re´e
comme e´tant de re´fe´rence sera par conse´quent entache´e par ces diffe´rentes
sources d’erreurs. Les foyers d’erreurs qu’il aurait fallu controˆler au mieux
existent a` chaque e´tape de la chaˆıne (empilement peu dense, maillage exclu-
sivement te´trae´drique, mode`le de turbulence (voir annexe B)).
Cependant, nous verrons dans les chapitres suivants que la base de donne´e
permet de de´gager des informations physiques pertinentes. En effet, comme il
sera montre´ ci-dessous les transferts radiaux sont comple`tement domine´s par
des me´canismes dispersives et non par des me´canismes turbulents. Les erreurs
faites sur les quantite´s turbulentes prennent alors un poids beaucoup moins
important a` l’e´chelle macroscopique. De plus les me´canismes physiques mis
en e´vidence ont une porte´e ge´ne´rale, c’est-a`-dire que meˆme s’ils ont e´te´ de´crits
et formalise´s pour un milieu ide´alise´, ce sont ces meˆmes me´canismes qui pi-
lotent les transferts radiaux dans les milieux re´els. Ce faisant, les conclusions
de´gage´es lors de cette e´tude permettent ne´anmoins d’enrichir et de comple´ter
la connaissance que nous avons des milieux re´els.
Chapitre 2
Concept de moyenne volumique
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2.1 Introduction
Les simulations nume´riques 3D nous donnent des informations sur les
champs de vitesse et de tempe´rature a` l’e´chelle du pore (espace entre les
particules solides) dans les lits catalytiques. Cependant, on n’a pas force´ment
besoin d’avoir des informations concernant directement ces e´chelles. En effet,
les observations expe´rimentales se font a` des e´chelles bien supe´rieures et les
grandeurs d’inte´reˆt pour les syste`mes que l’on e´tudie ne sont pertinents qu’a`
l’e´chelle de l’observation. Il est donc ne´cessaire d’effectuer un changement
d’e´chelle pour transporter l’information caracte´ristique de l’e´chelle du pore
a` l’e´chelle macroscopique.
La question qui se pose alors est de savoir comment effectuer des prises de
moyenne volumique pour reconstituer un champ moyen a` l’e´chelle d’observa-
tion qui soit repre´sentatif des e´chelles microscopiques. Il faut pour cela de´finir
et formaliser une me´thode de prise de moyenne qui va faire participer le
champ local a` la formation d’un champ moyen dont le roˆle est de repre´senter
les e´chelles microscopiques a` l’e´chelle d’observation de fac¸on univoque. L’ob-
jectif est ainsi d’e´viter les diffe´rentes interpre´tations qualitatives et quanti-
tatives que l’on pourrait faire lors du changement d’e´chelle. Des crite`res de
convergence ayant pour roˆle d’assurer une unique interpre´tation des donne´es
locales a` l’e´chelle d’observation seront de´finis et nume´riquement ve´rifie´s dans
ce chapitre. Ceci nous permettra de s’assurer que le champ moyen que nous
allons e´tudier a` l’e´chelle d’observation est bien repre´sentatif du champ local
et que les me´canismes physiques effectifs pilotant le champ moyen de´rivent
de lois physiques bien plus fondamentales (e´quations de Navier-Stokes gou-
vernant le champ local).
2.2 Moyenne volumique
Nous allons de´finir ici l’ope´rateur moyenne volumique 〈·〉 a` l’aide de la
the´orie des distributions [48]. Pour ce faire, prenons un milieu poreux (do-
maine D) sature´ en fluide et appelons α la phase fluide et β la phase solide.
Soit la fonction de Heaviside repe´rant la phase α de´finie comme suit,
∀x ∈ D, H(x) =
{
1 x ∈ α
0 x /∈ α (2.1)
La de´rive´e de l’e´quation (2.1) s’e´crit,
dH(x)
dxi
= −nα · eiδ(x− xαβ) (2.2)
ou` δ(x − xαβ) est la fonction de Dirac avec xαβ la position de l’interface
se´parant la phase α de la phase β et nα le vecteur normal a` l’interface
pointant vers l’exte´rieur de la phase α. La moyenne volumique d’un champ
ψ de´fini dans la phase α, peut eˆtre exprime´e de la fac¸on suivante,
〈ψα〉(x) = 1
V
∫
V
ψ(x+ ξ)H(x+ ξ)dξ (2.3)
ou` V est le volume total (V = Vα + Vβ) et x le vecteur position repe´rant
le centre du volume V. Puisque ψ est nul dans la phase β, l’e´quation (2.3)
devient,
〈ψα〉(x) = 1
V
∫
Vα
ψ(x+ ξ)dξ (2.4)
Il est aussi utile de de´finir la moyenne intrinse`que a` la phase α,
〈ψα〉α(x) = 1
Vα(x)
∫
Vα
ψ(x+ ξ)dξ (2.5)
En comparant (2.4) et (2.5), on en de´duit l’expression de la porosite´ φα(x),
c’est-a`-dire la proportion de la phase α dans le volume V.
〈ψα〉(x) = φα(x)〈ψα〉α(x) (2.6)
avec
φα(x) =
Vα(x)
V
=
1
V
∫
V
H(x+ ξ)dξ (2.7)
En utilisant (2.2) et (2.7), on en de´duit,
∇iφα(x) = 1
V
∫
V
∇iH(x+ ξ)dξ (2.8)
= − 1
V
∫
V
nα · eiδ(x+ ξ − xαβ)dξ (2.9)
= − 1
V
∫
Sαβ
nα · eidS (2.10)
En appliquant la moyenne volumique de´finie par l’e´quation (2.3) au gradient
du champ ψ il vient,
〈∇iψα〉(x) = 1
V
∫
V
∇iψ(x+ ξ)H(x+ ξ)dξ (2.11)
=
1
V
∫
V
∇i[ψ(x+ ξ)H(x+ ξ)]dξ − 1
V
∫
V
ψ(x+ ξ)∇iH(x+ ξ)dξ
(2.12)
=
1
V
∫
V
∇i[ψ(x+ ξ)H(x+ ξ)]dξ + 1
V
∫
Sαβ
nα · eiψ(x+ ξ)dS
(2.13)
En posant V inde´pendant de x (volume constant) et que les bords du volume
sont pe´riodiquement lie´s,
1
V
∫
V
∇i[ψ(x+ ξ)H(x+ ξ)]dξ = ∇i[ 1
V
∫
V
ψ(x+ ξ)H(x+ ξ)dξ] (2.14)
(2.11) s’e´crit finalement,
〈∇iψα〉(x) = ∇i[φα(x)〈ψα〉α(x)] + 1
V
∫
Sαβ
nα · eiψ(x+ ξ)dS (2.15)
De meˆme, la divergence du champ ψ s’e´crit,
〈∇ ·ψα〉(x) = ∇ · [φα(x)〈ψα〉α(x)] + 1
V
∫
Sαβ
nα ·ψ(x+ ξ)dS (2.16)
Tout champ local instantane´ ψ peut eˆtre de´compose´ en une moyenne
volumique et une fluctuation comme suit,
ψ(x) = 〈ψ〉α(x) + δψ(x) (2.17)
La moyenne volumique du champ ψ est donne´e par (2.5). Lorsque le
volume choisi est repre´sentatif du milieu (voir Section 2.4), alors il vient,
〈δψ(x)〉α = 0 (2.18)
L’annulation de la moyenne volumique des moments d’ordre 1 permet de
confirmer la se´paration d’e´chelle entre le champ moyen et le champ instantane´
local. Il est aussi utile de rappeler que l’ope´rateur moyenne volumique est
applique´ sur des champs moyenne´s dans le temps (champs RANS). Or e´tant
donne´ que le milieu conside´re´ n’e´volue pas au cours du temps, le volume
V (x) est inde´pendant du temps ce qui implique la commutativite´ entre les
ope´rateurs moyenne temporelle et moyenne volumique,
〈ψ¯〉(x) = 〈ψ〉(x) (2.19)
En appliquant la de´composition temporelle puis la de´composition spatiale
a` un champ ψ on trouve,
ψ = 〈ψ¯〉α + 〈ψ′〉α + δψ¯ + δψ′ (2.20)
En appliquant de nouveau l’ope´rateur moyenne volumique puis l’ope´rateur
moyenne temporelle (ou l’ope´rateur moyenne temporelle d’abord, l’ope´rateur
moyenne volumique ensuite) a` (2.20) on peut montrer que les trois derniers
termes du second membre s’annulent comme l’exige la se´paration des e´chelles.
2.3 E´quations de conservation de la masse, de
la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie
a` l’e´chelle macroscopique
Nous allons ici de´river les e´quations macroscopiques de´crivant la dyna-
mique d’un e´coulement turbulent en re´gime stationnaire transportant un
scalaire passif (chaleur) dans des lits catalytiques confine´s a` l’inte´rieur d’un
tube. Dans la suite la moyenne volumique re´alise´e a` l’inte´rieur du VER sera
note´e 〈·〉v et la moyenne volumique re´alise´e a` l’inte´rieur de la phase fluide du
VER (moyenne intrinse`que) sera note´e 〈·〉i.
2.3.1 E´quations de Navier-Stokes incompressibles a` l’
e´chelle macroscopique
On applique la moyenne volumique aux e´quations RANS (1.19) et (1.20)
en re´gime stationnaire.
〈∇juj〉v = 0 (2.21)
〈∇juiuj = −∇iP
ρ
+ ν∇2jui −∇ju′iu′j〉v (2.22)
En utilisant les re`gles de de´composition et les proprie´te´s lie´es a` l’application
de la moyenne volumique, on obtient :
∇j(φ〈uj〉i) = 0 (2.23)
0 = ∇j[−φ〈uj〉i〈ui〉i + ν∇j(φ〈ui〉i)− δijφ〈P 〉
i
ρ
+ φ〈Rij〉i − φ〈δuiδuj〉i]
+
ν
V
∫
∇juinjdS − 1
V
∫
PnidS
(2.24)
avec 〈Rij〉i le tenseur de Reynolds macroscopique, −〈δuiδuj〉i la dispersion et
ν
V
∫ ∇juinjdS − 1V ∫ PnidS les forces de traine´e cre´e´es par la pre´sence de la
matrice solide et s’opposant a` l’e´coulement. On voit ainsi que ces e´quations
font apparaˆıtre des moments d’ordre deux (corre´lations temporelles et spa-
tiales en un point) et des termes surfaciques qui doivent eˆtre mode´lise´s afin
d’obtenir des e´quations macroscopiques ferme´es.
2.3.2 E´quation de conservation de l’e´nergie
On conside`re ici que les proprie´te´s du fluide sont inde´pendantes de la
tempe´rature et qu’il n’y a aucun e´change thermique entre la phase solide et
la phase fluide. Cette dernie`re condition est re´alise´e en conside´rant que la sur-
face de toutes les particules solides sont adiabatiques. On applique la moyenne
temporelle puis la moyenne volumique a` (1.14) et on obtient l’e´quation gou-
vernant le transport turbulent de la chaleur a` l’e´chelle macroscopique par la
phase fluide en re´gime stationnaire.
0 = (ρCp)f
∂
∂xi
[
− φ〈u¯i〉i〈T¯ 〉i +−φ[〈δu¯iδT¯ 〉i + 〈u′iT ′〉i]
]
+
∂
∂xi
[
(λfφ)
∂
∂xi
〈T¯ 〉i + 1
V
∫
niλfδT¯fds
] (2.25)
avec−〈δu¯iδT¯ 〉i et −〈u′iT ′〉i respectivement la dispersion thermique et la diffu-
sion turbulente a` l’e´chelle macroscopique, (λfφ)
∂
∂xi
〈T¯ 〉i la diffusion mole´culaire
dans la phase fluide et 1
V
∫
niλfδT¯fds la tortuosite´. Les moments d’ordre deux
et les termes surfaciques requie`rent une mode´lisation.
2.3.3 Convergence en maillage des quantite´s double-
ment moyenne´es
Nous ve´rifions ici si les profils doublement moyenne´s sont inde´pendants
de la densite´ du maillage. Les tableaux 2.1 et 2.2 e´valuent l’erreur commise
lorsque le nombre de maille est pratiquement double´. On s’aperc¸oit que les
moments d’ordre ze´ro tels que la tempe´rature moyenne (figure 2.2) peuvent
eˆtre conside´re´s converge´s. Cependant, les moments d’ordre deux tels que les
corre´lations dispersives et turbulentes affichent encore des erreurs relative-
ment importantes (voir figure 2.1). Les erreurs sur les quantite´s turbulentes
proviennent des zones proches parois qui sont tre`s denses dans les types de
milieux conside´re´s. L’e´valuation des quantite´s turbulentes en zone proche pa-
roi avec des cellules te´trae´driques n’est en effet pas la meilleure solution. On
remarque notamment que le y+ moyen est dans la zone tampon ce qui ne
facilite pas la convergence (figures 1.16d, 1.17d, 1.18d).
Cas Densite´ de cellules 〈u¯z〉i 〈T¯ 〉i 〈kd〉i 〈δu¯zδu¯r〉i 〈δu¯zδT¯ 〉i
1 27 861 365 a` 50 817 851 0.18% 0.13% 1.17% 3.67% 0.69%
2 6 719 267 a` 21 059 810 0.27% 0.34% 4.2% 8.3% 2.1%
3 22 417 828 a` 42 524 271 0.16% 0.04% 0.28% 6.2% 0.5%
Table 2.1 – Erreur engendre´e (en %) sur le profil radial des quantite´s dou-
blement moyenne´es. 〈kd〉i = 12〈δu¯iδu¯i〉i est l’e´nergie cine´tique dispersive (voir
chapitre 4).
Cas Densite´ de cellules 〈k〉i 〈〉i 〈u′zu′r〉i 〈u′rT ′〉i
1 27 861 365 a` 50 817 851 5.83% 7.04% 5.19% 8.47%
2 6 719 267 a` 21 059 810 0.93% 6.6% 5.2% 8.5%
3 22 417 828 a` 42 524 271 3.38% 2.54% 4.62% 2.36%
Table 2.2 – Erreur engendre´e (en %) sur le profil radial des quantite´s tur-
bulentes moyenne´es spatialement.
Figure 2.1 – L’influence de la densite´ de mailles sur le profil radial de la
diffusion thermique turbulente −〈u′rT ′〉i (Cas 1).
Figure 2.2 – L’influence de la densite´ de mailles sur le profil radial de la
tempe´rature moyenne, 〈T¯ 〉i (Cas 3).
2.4 Volume E´le´mentaire Repre´sentatif (VER)
2.4.1 Concept de Volume E´le´mentaire Repre´sentatif
Nous avons ci-dessus e´voque´ les notions de moyenne volumique et de
de´composition spatiale. Dans cette section nous allons expliciter les pro-
prie´te´s que doit satisfaire le volume dans lequel la moyenne est prise afin
que la se´paration d’e´chelle entre les variables moyenne´es et instantane´es soit
ve´rifie´e (〈δψ〉 = 0) et qu’ ainsi les quantite´s moyenne´es aient un sens. Un tel
volume appele´ Volume E´le´mentaire Repre´sentatif (VER) est le volume dans
lequel la prise de moyenne doit eˆtre re´alise´e.
On peut de´finir le Volume E´le´mentaire Repre´sentatif s’il existe, comme
e´tant le plus petit motif du milieu conside´re´ avec lequel on peut statistique-
ment reconstruire le milieu tout entier.
C’est tre`s avantageux du point de vue nume´rique. En effet, au lieu de
re´aliser un calcul fin dans le milieu tout entier (ce qui est souvent non
re´alisable compte tenu des limites rencontre´es en terme de temps de calcul
et de ressources informatiques), il suffit de re´aliser un calcul fin a` l’inte´rieur
de ce motif afin de de´duire premie`rement les proprie´te´s effectives du milieu.
En appliquant ensuite la moyenne volumique vue plus haut aux e´quations
d’e´volution des quantite´s qui nous inte´ressent (vitesse, tempe´rature, concen-
tration d’espe`ce), on en de´duit des e´quations d’e´volution filtre´es par la taille
du motif. Les influences des e´chelles sous-filtres sont mode´lise´es par les pro-
prie´te´s de´duites du calcul fin re´alise´ a` l’inte´rieur du Volume E´le´mentaire
Repre´sentatif. Ce faisant, avec un nombre de mailles re´duit, on est capable
de re´soudre les e´quations d’e´volution des champs moyens (ou des variables
filtre´es) dans un milieu effectif et repre´sentatif du milieu re´el, ce qui peut
eˆtre suffisant pour un grand nombre d’applications industrielles.
2.4.2 Volume E´le´mentaire Repre´sentatif (VER) dans
un milieu pe´riodique [49, 50]
Conside´rons une range´e de carre´s sur un plan infini (voir figure 2.3).
Lorsque le milieu est pe´riodique, le VER est le plus petit motif avec lequel
tout le milieu peut eˆtre reconstruit. Des exemples de volume e´le´mentaire
repre´sentatif d’un tel milieu sont repre´sente´s sur cette figure avec des bor-
dures noires. Il est e´vident que le volume repre´sente´ avec des contours bleus
n’est pas un VER. On ne peut en effet reconstruire le milieu en re´pliquant
pe´riodiquement ce dernier motif.
Figure 2.3 – VERs dans un milieu pe´riodique
2.4.3 Volume e´le´mentaire repre´sentatif dans un milieu
isotrope infini [49, 50]
Soit un milieu isotrope infini qui peut eˆtre un empilement ale´atoire de
particules dans un domaine non borne´. Pour ce type de milieu, il est clair que
le VER doit avoir une forme respectant la proprie´te´ d’isotropie. Ce faisant,
la forme la plus adapte´e est la forme sphe´rique. La longueur caracte´ristique
Lrev du VER sphe´rique (son diame`tre) doit eˆtre assez grande pour contenir
assez de configurations diffe´rentes afin de pouvoir repre´senter statistiquement
le milieu tout entier. Ceci implique,
Lrev MAX{lp, ldp} (2.26)
avec lp et ldp les longueurs caracte´ristiques de l’e´chelle du pore et des par-
ticules solides. Un tel VER est du point de vue statistique le motif avec
lequel le milieu tout entier peut eˆtre reconstruit. Afin d’avoir une valeur
nume´rique de Lrev, on part dans la pratique d’un volume sphe´rique de rayon
r0 relativement petit ( ≈ MAX{lp, ldp}) pour obtenir la moyenne d’une
quantite´ d’inte´reˆt 〈ψ〉r0 . On augmente petit a` petit le rayon du volume
(r1 = r0 +∆r, r2 = r0 +2∆r ... rn = r0 +n∆r) et on trace le profil de 〈ψ〉ri
en fonction de ri avec i allant de 0 a` n. Tout comme pour la convergence en
maille (figure 1.21), le rayon minimal rmin pour lequel on peut affirmer que
le volume conside´re´ est effectivement un VER est le rayon a` partir duquel la
valeur moyenne 〈ψ〉rmin ne varie plus et tend vers un plateau. Autrement dit,
prendre la moyenne de ψ dans un VER ayant un rayon plus grand que rmin
ne changera pas la valeur de 〈ψ〉rmin . Ainsi Lrev = 2rmin.
2.5 Volume e´le´mentaire repre´sentatif adapte´
aux lits catalytiques
2.5.1 VER tubulaire
Les empilements de particules dans des re´cipients tubulaires sont conside´re´s
homoge`nes dans les directions axiale et azimutale. Ne´anmoins, il faut bien no-
ter que dans les empilement re´els, notamment lorsque le rapport des diame`tres
tube-particule est relativement petit, des de´fauts d’empilement peuvent alte´rer
ces hypothe`ses. Nous discuterons ci-dessous l’erreur engendre´e par ces hy-
pothe`ses et comment on peut y reme´dier. Cependant, ce qui est certain c’est
que dans la direction radiale, l’empilement n’est pas homoge`ne [51, 52]. Le
profil de porosite´ radial illustre un comportement qualitativement semblable
quelque soit la valeur du rapport des diame`tres tube-particule N. En effet,
la porosite´ est e´gale a` un au contact de la paroi, elle diminue avec une pente
assez raide en s’e´loignant de la paroi jusqu’a` environ dp/2 ou` elle trouve
son minimum local. Puis elle croˆıt de nouveau, pre´sentant ainsi un profil
oscillant amorti de pe´riode avoisinant dp. Lorsque N est relativement grand
(N  10), le profil de porosite´ tend vers un plateau constant a` partir d’une
distance d’e´loignement d’environ 10dp de la paroi (pour des empilements de
sphe`res). Il est ainsi clair que c’est la pre´sence de la paroi qui est responsable
de l’inhomoge´ne´ite´ observe´e. Les empilements que nous conside´rons (N 6 10)
sont donc affecte´s par la pre´sence de la paroi et l’inhomoge´ne´ite´ radiale per-
siste dans le domaine tout entier, notamment pour les empilements a` faible
N (N 6 5) (figure 2.4).
La forme du volume e´le´mentaire repre´sentatif doit en effet e´pouser la
syme´trie de la ge´ome´trie. Ce faisant, la ge´ome´trie la plus adapte´e pour les
syste`mes conside´re´s est celle pre´sente´e sur la figure 2.5. En effet, la forme
tubulaire du VER permet d’une part de s’affranchir de la de´pendance an-
gulaire et d’autre part de cerner l’inhomoge´ne´ite´ radiale tout en ve´rifiant la
repre´sentativite´ statistique du VER conside´re´ (notamment la relation (2.14))
. Pour ce faire, il faut cependant imposer certaines contraintes aux deux pa-
rame`tres ge´ome´triques qui s’offrent a` nous a` savoir la longueur du VER dans
la direction axiale L et son e´paisseur d. Premie`rement, il faut s’assurer que le
nombre de particules a` l’inte´rieur du VER est suffisamment grand pour que
toutes les configurations que l’on peut trouver dans l’intervalle [r−δr; r+δr]
soit statistiquement repre´sente´es. On pose ici d = 2δr. Utilisant l’hypothe`se
d’homoge´ne´ite´ de l’empilement dans la direction axiale, on peut atteindre
la convergence statistique en ve´rifiant la condition (2.26) a` chaque position
radiale.
L(r)MAX{lp(r), ldp} ∀r (2.27)
Quant a` l’e´paisseur d du VER il faut que celle-ci soit a` la fois grande par
rapport a` l’e´chelle du pore lp (se´paration des e´chelles) et assez fine pour
fide`lement capturer l’inhomoge´ne´ite´ radiale.
lp ≤ d ≤ lih (2.28)
avec lih, la longueur caracte´ristique de l’inhomoge´ne´ite´.
Figure 2.4 – Porosite´ radiale des empilements e´tudie´s.
2.5.2 Validation nume´rique
Nous allons dans cette section ve´rifier la validite´ des crite`res e´nonce´s plus
haut et montrer que seuls les VERs respectant ces crite`res donneront lieu a`
des quantite´s moyenne´es qui auront qualitativement et quantitativement un
sens a` l’e´chelle d’observation. Nous allons premie`rement e´prouver le crite`re
Figure 2.5 – VER approprie´ aux empilements ale´atoires de particules dans
des re´cipients tubulaires.
(2.28). Pour ce faire, prenons un VER de longueur L tre`s grande (la longueur
totale de l’empilement re´alise´) et e´tudions l’influence de l’e´paisseur d en pre-
nant quatre diffe´rentes e´paisseurs d1, d2, d3 et d4 ve´rifiant d1 < d2 < d3 < d4.
Nous allons prendre la moyenne volumique d’un moment d’ordre deux a` sa-
voir la diffusion dispersive de la tempe´rature −〈δu¯rδT¯ 〉i . En effet, il faut
ve´rifier la validite´ des crite`res sur les moments d’ordre ze´ro tout comme sur
les moments d’ordre deux. Comme il est toujours plus difficile de valider
la convergence sur les moments d’ordre deux que sur les moments d’ordre
ze´ro, nous avons choisi de pre´senter ici la validation des crite`res sur les mo-
ments d’ordre deux. En effet, l’e´paisseur ve´rifiant (2.28) sur les moments
d’ordre deux le ve´rifiera aussi pour les moments d’ordre ze´ro. On peut mon-
ter que l’inverse est faux. On s’aperc¸oit sur la figure 2.6 que le profil radial de
−〈δu¯rδT¯ 〉i semble de´pendre de l’e´paisseur choisie. Regardons si les diffe´rentes
e´paisseurs ve´rifient (2.28). On peut noter que la moyenne re´alise´e avec un
volume d’e´paisseur d1 pre´sente des fluctuations de taille caracte´ristique des
e´chelles du pore. On en de´duit d1 < lp. Quant aux profils moyens obte-
nus avec des volumes d’e´paisseur d3 et d4, ils ne se superposent pas au profil
moyen obtenu avec le volume d’e´paisseur d1 montrant ainsi que les e´paisseurs
d3 et d4 ve´rifient d3, d4 > lih. Finalement, seul le profil obtenu avec le vo-
lume d’e´paisseur d2 se superpose parfaitement a` celui obtenu avec le volume
d’e´paisseur d1 sans pre´senter de fluctuations caracte´ristique de l’e´chelle du
pore. De ce fait, on en de´duit lp ≤ d2 ≤ lih.
Figure 2.6 – Profil radial de la dispersion thermique −〈δu¯rδT¯ 〉i pour
diffe´rentes e´paisseurs d du VER.
Regardons maintenant l’influence de la longueur L du VER sur le profil
radial des quantite´s moyenne´es. L’erreur reporte´e sur les Tables 2.3, 2.4, 2.5,
2.6, 2.7 et 2.8 est calcule´e selon,
Error(ψ) =
1
R
∫ R
0
dr100|〈ψi+1〉(r)− 〈ψi〉(r)〈ψi+1〉(r) | (2.29)
avec,
〈ψi〉(r) = 1
Vi
∫
Vi
ψdV Vi = 2pir · (Li) · d2(r)︸ ︷︷ ︸
R
r
·d0
(2.30)
R est le rayon du tube et d0 est l’e´paisseur du VER coˆtoyant la paroi du
tube. d2(r) est l’e´paisseur du VER respectant (2.28) et varie le long de la
direction radiale pour en meˆme temps conserver le volume Vi constant. Cela
nous e´vite ainsi lors de la commutation de l’ope´rateur de´rive´e avec l’ope´rateur
moyenne volumique de s’affranchir des termes de type ∇r(1/V (r)). Le VER
est cylindrique au centre du tube.
L’erreur entre les quantite´s moyenne´es diminue fur et a` mesure que l’on
augmente la longueur du VER, L : le volume contenant de plus en plus de
configurations d’empilement devient de plus en plus repre´sentatif du milieu
le long de l’axe Z a` chaque position radiale r. On s’aperc¸oit de plus qu’il faut
une longueur L beaucoup plus grande pour atteindre la convergence statis-
tique des moments d’ordre deux tels que les termes de diffusion turbulentes
ou dispersives que pour les moments d’ordre ze´ro tels que la vitesse axiale.
Pour le Cas 3 par exemple (figures 2.7, 2.8), l’erreur sur la vitesse axiale est
infe´rieure a` 1% de`s que L ≥ 0.12 m, alors que l’erreur sur les termes de dif-
fusion turbulentes et dispersives ne descend pas sous la barre des 1% meˆme
lorsque L = 0.4 m.
La convergence statistique est tre`s importante. Si elle n’est pas obtenue
on peut avoir des profils radiaux non representatif du milieu conside´re´. La
figure 2.9 montre l’influence de la longueur L du volume utilise´ pour faire les
moyennes sur l’aspect qualitatif et quantitatif des quantite´s moyenne´es. On
s’aperc¸oit que plus on s’approche de la convergence statistique (L grand) plus
le profil radial de la quantite´ moyenne´e tend vers un profil converge´, c’est a`
dire vers un profil repre´sentant fide`lement la quantite´ a` chaque position ra-
diale dans le milieu conside´re´. Il faut aussi noter que la convergence peut
eˆtre rendue lente par la pre´sence de de´fauts d’empilements (trous). Cela se
voit notamment sur les moments dispersifs d’ordre deux, ces moments e´tant
les plus vulne´rables a` ce type de de´faut (figure 2.10). La faible compacite´
(Table 1.1) de l’empilement donne lieu a` des poches de fluides venant per-
turber la convergence statistique. Il faut pour effacer ces de´fauts augmenter
la longueur L du VER, ce qui peut ne pas se re´aliser dans la pratique. En
effet, cela revient a` augmenter la taille du syste`me, ce qui est limite´ par les
contraintes des ressources informatiques. Il est plus judicieux de s’affranchir
de ces de´fauts de`s l’e´tape de l’empilement.
Li a` Li+1(m) φ 〈u¯z〉i 〈T¯ 〉i 〈kd〉i 〈k〉i 〈〉i
0.005 a` 0.01 4.3% 4.2% 7.3% 10.2% 2.7% 6.9%
0.01 a` 0.02 9.1% 7.9% 51.5% 11.6% 3.0% 8.6%
0.02 a` 0.04 5.2% 3.7% 45.2% 10.2% 5.0% 7.1%
0.04 a` 0.06 4.5% 2.9% 25.9% 7.9% 1.8% 4.3%
0.06 a` 0.08 3.7% 1.8% 40.4% 3.5% 1.9% 3.2%
0.08 a` 0.1 1.9% 2.3% 27.8% 1.8% 1.7% 2.7%
0.1 a` 0.12 1.9% 1.4% 10.5% 3.3% 2.5% 3.7%
0.12 a` 0.14 1.2% 1.0% 4.7% 2.4% 1.6% 1.6%
0.14 a` 0.16 1.3% 1.0% 8.4% 1.7% 1.1% 1.6%
0.16 a` 0.18 0.6% 0.6% 6.7% 1.5% 1.4% 2.3%
0.18 a` 0.2 1.1% 1.1% 1.7% 2.0% 1.3% 2.1%
Table 2.3 – Erreur moyenne engendre´e (en %) sur le profil radial des quan-
tite´s doublement moyenne´es (Cas 1) lorsque la longueur du VER est modifie´e
de Li a` Li+1.
Li a` Li+1(m) 〈δu¯zδu¯r〉i 〈u′zu′r〉i 〈δu¯rδT¯ 〉i 〈u′rT ′〉i
0.005 a` 0.01 93.2% 26.0% 217.6% 12.3%
0.01 a` 0.02 45.6% 35.2% 179% 117.4%
0.02 a` 0.04 68.0% 41.4% 59.3% 23.4%
0.04 a` 0.06 46.1% 18.3% 41.3% 15.6%
0.06 a` 0.08 24.1% 20.4% 26.5% 13.2%
0.08 a` 0.1 87.4% 12.2% 8.9% 9.7%
0.1 a` 0.12 29.5% 12.8% 17.0% 5.9%
0.12 a` 0.14 40.7% 6.7% 15.0% 3.6%
0.14 a` 0.16 15.7% 5.2% 15.5% 3.6%
0.16 a` 0.18 14.9% 6.5% 15.0% 6.0%
0.18 a` 0.2 11.9% 3.4% 6.2% 4.3%
Table 2.4 – Erreur moyenne engendre´e (en %) sur le profil radial des quan-
tite´s diffusives doublement moyenne´es (Cas 1) lorsque la longueur du VER
est modifie´e de Li a` Li+1.
Li a` Li+1(m) φ 〈u¯z〉i 〈T¯ 〉i 〈kd〉i 〈k〉i 〈〉i
0.005 a` 0.01 5.4% 4.2% 5.1% 5.7% 1.2% 1.9%
0.01 a` 0.02 3.3% 3.0% 11.5% 3.3% 1.6% 3.6%
0.02 a` 0.03 3.3% 2.6% 4.7% 3.5% 1.3% 2.4%
0.03 a` 0.04 2.5% 2.2% 4.0% 3.7% 1.7% 3.9%
0.04 a` 0.05 2.5% 1.5% 2.1% 1.9% 1.1% 1.6%
0.05 a` 0.06 1.4% 0.9% 2.8% 1.8% 0.6% 1.0%
0.06 a` 0.07 1.0% 0.7% 1.4% 1.7% 1.2% 2.5%
0.07 a` 0.08 1.2% 1.1% 1.4% 3.4% 2.1% 4.9%
0.08 a` 0.09 1.1% 0.7% 1.1% 3.2% 1.8% 4.2%
0.09 a` 0.1 0.9% 0.7% 0.9% 2.0% 1.3% 3.4%
Table 2.5 – Erreur moyenne engendre´e (en %) sur le profil radial des quan-
tite´s doublement moyenne´es (Cas 2) lorsque la longueur du VER est modifie´e
de Li a` Li+1.
Li a` Li+1(m) 〈δu¯zδu¯r〉i 〈u′zu′r〉i 〈δu¯rδT¯ 〉i 〈u′rT ′〉i
0.005 a` 0.01 47.9% 65.7% 281.5% 10.9%
0.01 a` 0.02 36.5% 47.8% 55.4% 11.4%
0.02 a` 0.03 31.8% 35.7% 37.4% 7.4%
0.03 a` 0.04 53.4% 24.6% 17.9% 4.2%
0.04 a` 0.05 24.8% 15.2% 13.6% 4.2%
0.05 a` 0.06 18.6% 64.2% 9.7% 3.7%
0.06 a` 0.07 33.9% 8.5% 11.4% 1.9%
0.07 a` 0.08 22.7% 15.6% 7.4% 2.4%
0.08 a` 0.09 26.1% 8.9% 5.4% 1.7%
0.09 a` 0.10 24.9% 8.3% 5.1% 1.5%
Table 2.6 – Erreur moyenne engendre´e (en %) sur le profil radial des quan-
tite´s diffusives doublement moyenne´es (Cas 2) lorsque la longueur du VER
est modifie´e de Li a` Li+1.
Li a` Li+1(m) φ 〈u¯z〉i 〈T¯ 〉i 〈kd〉i 〈k〉i 〈〉i
0.005 a` 0.01 2.4% 1.7% 3% 3.1% 2.4% 3.2%
0.01 a` 0.02 3.1% 2.6% 4.7% 5.7% 2.8% 4%
0.02 a` 0.04 2.3% 2.5% 8.1% 5.4% 2.2% 2.8%
0.04 a` 0.06 2.1% 1.1% 7% 3.1% 1.2% 2.6%
0.06 a` 0.08 1.8% 1.8% 4.1% 2.5% 2.6% 3.7%
0.08 a` 0.1 11.3% 1.3% 4.1% 3.1% 2.5% 3.9%
0.1 a` 0.12 1.1% 1.2% 2.8% 2.9% 0.1% 3.2%
0.12 a` 0.14 0.7% 1.4% 1% 2.7% 1.9% 4%
0.14 a` 0.16 0.5% 0.9% 1.6% 2.7% 2.4% 4.6%
0.16 a` 0.18 0.7% 0.7% 1.4% 2.5% 2.4% 4.4%
0.18 a` 0.2 0.6% 0.6% 1.1% 2.4% 2.2% 4%
0.2 a` 0.22 0.5% 0.75% 1% 2.3% 1.5% 3.6%
0.22 a` 0.24 0.6% 0.67% 01.2% 2.3% 1.3% 2.7%
0.24 a` 0.26 0.7% 0.76% 0.8% 3.2% 1.1% 3.6%
0.26 a` 0.28 0.5% 0.64% 1.2% 2.3% 0.65% 2.6%
0.28 a` 0.30 0.4% 0.6% 0.6% 1.9% 1% 2.4%
0.30 a` 0.32 0.5% 0.47% 0.8% 1.6% 0.9% 2.4%
0.32 a` 0.34 0.55% 0.5% 7% 1.5% 0.86% 2.6%
0.34 a` 0.36 0.45% 0.8% 1% 1.2% 0.75% 1.7%
0.36 a` 0.38 0.3% 0.9% 1.4% 1.9% 0.66% 1.1%
0.38 a` 0.4 0.4% 0.7% 0.6% 0.6% 0.68% 0.9%
Table 2.7 – Erreur moyenne engendre´e (en %) sur le profil radial des quan-
tite´s doublement moyenne´es (Cas 3) lorsque la longueur du VER est modifie´e
de Li a` Li+1.
Li a` Li+1(m) 〈δu¯zδu¯r〉i 〈u′zu′r〉i 〈δu¯rδT¯ 〉i 〈u′rT ′〉i
0.005 a` 0.01 37.1% 35.7% 16.9% 10.2%
0.01 a` 0.02 35.7% 69% 50.4% 14.3%
0.02 a` 0.04 35% 25.5% 45.2% 20%
0.04 a` 0.06 11.4% 29.6% 10.4% 12.2%
0.06 a` 0.08 15.5% 23.3% 10.7% 11.9%
0.08 a` 0.1 37.7% 20.8% 10.6% 9.5%
0.1 a` 0.12 24.3% 17% 8.5% 6.8%
0.12 a` 0.14 14.9% 14.3% 10.1% 5.9%
0.14 a` 0.16 14.4% 10% 15% 6%
0.16 a` 0.18 8.7% 6.3% 5% 5%
0.18 a` 0.2 6% 5.8% 10% 4%
0.2 a` 0.22 9.3% 9.1% 13% 5%
0.22 a` 0.24 14.3% 7.9% 9% 7.5%
0.24 a` 0.26 7.7% 4.2% 4% 5%
0.26 a` 0.28 8.2% 6.2% 11% 2.6%
0.28 a` 0.30 7.3% 4% 8.4% 2.3%
0.30 a` 0.32 6.1% 3.8% 7.8% 4%
0.32 a` 0.34 4.1% 3.6% 6.1% 2.1%
0.34 a` 0.36 4.8% 3.8% 6.5% 2.5%
0.36 a` 0.38 4.7% 4.7% 6% 1.7%
0.38 a` 0.4 5.5% 4.7% 4.6% 2.8%
Table 2.8 – Erreur engendre´e (en %) sur le profil radial des quantite´s diffu-
sives doublement moyenne´es (Cas 3) lorsque la longueur du VER est modifie´e
de Li a` Li+1.
Figure 2.7 – Convergence statistique des quantite´s doublement moyenne´es
(Cas 3) lorsque la longueur du VER est modifie´e de Li a` Li+1 (voir table
2.7).
Figure 2.8 – Convergence statistique des moments d’ordre deux doublement
moyenne´s (Cas 3) lorsque la longueur du VER est modifie´e de Li a` Li+1 (voir
Table 2.8).
Figure 2.9 – Profil radial de la diffusion dispersive de la vitesse −〈δu¯zδu¯r〉i
pour diffe´rentes longueurs L du VER (Cas 1).
Figure 2.10 – Convergence lente des moments d’ordre deux due a` la pre´sence
de de´fauts (Cas 2), (voir Table 2.6).
2.6 Conclusion
Nous avons montre´ dans ce chapitre que le concept de volume e´le´mentaire
repre´sentatif est fondamental pour transporter l’information depuis l’e´chelle
microscopique a` l’e´chelle d’observation de fac¸on univoque. Un empilement
ale´atoire de particules dans un tube n’est pas homoge`ne. Bien que l’on puisse
supposer que l’homoge´ne´ite´ est conserve´e dans les directions axiale et azimu-
tale, notamment par le choix de la forme du VER (forme tubulaire avec une
longueur L assez grande pour atteindre la convergence statistique dans la
direction axiale), on ne peut assumer l’homoge´ne´ite´ dans la direction radiale.
En effet, comme nous le verrons dans les chapitres suivants, les transferts ra-
diaux sont fortement affecte´s par l’inhomoge´ne´ite´ radiale. Nous avons donc
montre´ que l’e´paisseur d du VER doit aussi respecter certaines contraintes
pour capturer l’influence de l’inhomoge´ne´ite´ radiale sur les diffe´rentes quan-
tite´s moyenne´es de fac¸on univoque et ainsi assurer la repre´sentativite´ du
milieu dans la direction radiale.
Chapitre 3
Transfert thermique a` la Paroi :
le nombre de Nusselt
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3.1 Introduction
La plupart des mode`les existants (que ce soit les mode`les 1D ou 2D) pour
caracte´riser les transferts thermiques a` l’inte´rieur des re´acteurs tubulaires
reposent sur un mode`le a` deux coefficients λr − hw avec λr la conductivite´
thermique effective du lit catalytique et hw le coefficient de transfert a` la
paroi. L’e´tablissement de ces mode`les est fonde´ sur une hypothe`se qui sim-
plifie grandement la complexite´ des me´canismes physiques pilotant le trans-
fert thermique. En effet, en utilisant une conductivite´ thermique constante
λr pour capturer le transfert thermique radial, on assume d’office que le
milieu est homoge`ne et que les me´canismes physiques pilotant ce transfert
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sont les meˆmes partout dans la direction radiale. Cette hypothe`se permet
de re´cupe´rer une tempe´rature moyenne T (z) a` chaque position z le long du
tube dans le cas 1D (eq. (3.3)) et un profil de tempe´rature T (r, z) dans le
cas 2D (voir l’e´quation (3.9)). Or la tempe´rature mesure´e a` la paroi Tw(z)
est diffe´rente de la tempe´rature obtenue par ces types de mode`les.
Tw(z) 6= T (z) (1D) (3.1)
Tw(z) 6= T (r = R, z) (2D) (3.2)
Le saut de tempe´rature a` la paroi est alors e´value´ par un coefficient de trans-
fert a` la paroi hw. Le proble`me qui se pose alors est de savoir comment
de´terminer ce jeu de coefficients non inde´pendants dans les re´acteurs tubu-
laires. La forte variation de la porosite´ dans la direction radiale de´savoue
l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ selon cette direction (figure 2.4). Ce faisant, le
transfert radial ne peut eˆtre de´crit en toute rigueur par une conductivite´
effective constante. De ce fait, λr devient un parame`tre a` de´terminer pour
lequel il existe une plage de valeurs possibles. Comme hw est lie´ a` λr, le
coefficient de transfert a` la paroi devient aussi un parame`tre de´pendant du
premier. Bien que de nombreuses corre´lations empiriques existent dans la
litte´rature pour estimer ces deux parame`tres, une entente harmonieuse entre
elles n’est pas encore tout a` fait acquise. Ceci est d’ailleurs tre`s clairement
mis en e´vidence dans la litte´rature [20, 53].
Nous allons dans ce chapitre tenter de comprendre les me´canismes phy-
siques influant le transfert a` la paroi a` partir des e´quations fondamentales
gouvernant le transport de la chaleur. Ce faisant, on proposera une approche
alternative de de´river des corre´lations pour hw en s’appuyant sur des bases
plus the´oriques. Cela permettra de faire le tri parmi les corre´lations exis-
tantes et de re´duire les incertitudes autour de ces coefficients pourtant tre`s
utilise´s dans la pratique.
3.2 E´tude bibliographique
3.2.1 Mode`les 1D et 2D
Le mode`le 1D est le mode`le le plus simple que l’on puisse trouver pour
de´crire les transferts thermiques dans les re´acteurs tubulaires. D’importantes
simplifications sont faites pour construire ce mode`le. En effet, le lit cata-
lytique est suppose´ homoge`ne de porosite´ moyenne φ0. Et la vitesse du
fluide traversant le milieu, obtenue par la relation de Darcy-Forchheimer
[6] (eqs.(4) et (5)), est aussi conside´re´e constante. L’e´quation grandement
simplifie´e s’e´crit [54],
− UsρCpdT
dz
+
U
dt
(Tw − T ) = 0 (3.3)
avec ρ la densite´ du fluide, Cp la capacite´ calorifique massique du fluide, Us
la vitesse superficielle, dt le diame`tre du tube et U le coefficient de transfert
thermique total dans la direction radiale.
Le mode`le 2D de l’e´quation du transport de la chaleur s’e´crit quant a` lui
[54],
ρCpUs
∂T
∂z
= λr
(∂2T
∂r2
+
1
r
∂T
∂r
)
(3.4)
− λr ∂T
∂r
|r=R= hw(T (r = R)− Tw) (3.5)
∂T
∂r
|r=0= 0 (3.6)
T |z=0= T0(r) (3.7)
∂T
∂z
|z=L= 0 (3.8)
avec λr la conductivite´ effective du lit catalytique et hw le coefficient de
transfert a` la paroi. L’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ radiale du lit catalytique est
toujours conserve´e en gardant Us et λr constants. La solution analytique de
(3.4)-(3.8) est connue et est de la forme,
T (r, z) = 2
∞∑
n=1
J0(Anr)exp(−αA2nz)
AnJ1(An)[(An/Bi)2 + 1]
(3.9)
ou` Ji est la fonction de Bessel d’ordre i et An les racines de
AnJ1(An) = Bi · J0(An) (3.10)
avec Bi le nombre de Biot de´fini par
Bi =
hwR
λr
(3.11)
Enfin le coefficient α vaut
α =
(ρCp)fLd
2
pR
2Us
λr
(3.12)
avec L la longueur du lit catalytique et R le rayon du tube. Le coefficient
de transfert thermique total U du mode`le 1D est relie´ aux parame`tres du
mode`le 2D par l’expression [55].
1
U
=
1
hw
+
dt
8λr
(3.13)
Des corre´lations empiriques sont ensuite trouve´es pour ces deux inconnus.
3.2.2 Corre´lations
La plupart des corre´lations e´valuant λr et hw sont obtenues de fac¸on em-
pirique. On peut par exemple, pour trouver l’inconnu λr, re´soudre l’e´quation
(3.4) en reconstruisant les de´rive´es de la tempe´rature a` partir de profils obte-
nus expe´rimentalement. hw est ensuite e´value´ par l’e´quation (3.10), sachant
que log(T ) est line´aire selon z et que la pente vaut −αA21 [56]. Une autre
me´thode consiste a` de´terminer la racine A1 de l’e´quation (3.10) a` partir du
profil radial de la tempe´rature mesure´e en sortie,
Tm(z = 1)
T (r = 0, z = 1)
=
2J1(A1)
A1
(3.14)
En utilisant la pente de log(T ) dans la direction axiale et A1 on a acce`s a` α et
donc a` λr. Le nombre de Biot est ensuite de´termine´ par (3.10) permettant de
remonter a` hw [57]. On peut aussi trouver les coefficients λr et hw optimums
qui permettent de superposer le profil obtenu par l’e´quation (3.9) sur les
mesures expe´rimentales [58].
Il est a` noter [59] cependant que le profil de tempe´rature obtenu par la
me´thode des moindres carre´s de´pend du nombre de mesures de tempe´rature
que l’on dispose dans la direction radiale. En augmentant le nombre de me-
sures dans la re´gion proche paroi ou` la tempe´rature varie fortement, le profil
de tempe´rature obtenu par (3.9) s’e´loigne sensiblement de tous les points de
mesure, l’erreur surgissant de la re´gion proche paroi e´tant propage´e le long
de la direction radiale. Cependant, en ne gardant que les mesures loin de
la paroi, on obtient un profil de tempe´rature qui a au moins le me´rite de
bien pre´dire la tempe´rature de la re´gion inte´rieure. Il est ainsi clair que les
me´canismes pilotant les transferts thermiques dans la re´gion proche paroi
sont diffe´rents de ceux qui re´gissent le transfert loin des parois. Il semble de
plus que la variabilite´ des parame`tres λr et hw peut aussi eˆtre assujettie aux
conditions de mesure et au choix humain. Il est aussi important de noter que
la variabilite´ du coefficient de transfert a` la paroi est plus importante que
celle de la conductivite´ effective du lit catalytique. En effet, a` chaque fois que
l’on ajoute ou que l’on enle`ve un point de mesure, le profil de tempe´rature
est modifie´ conforme´ment a` la me´thode des moindres carre´s. N’ayant aucun
point de mesure sur la tempe´rature du fluide coˆtoyant la paroi T (r = R),
la tempe´rature extrapole´e a` cet endroit de´pend de la courbure du profil de
tempe´rature infle´chie par le point de mesure le plus proche de la paroi. Cette
courbure variant fortement dans cette re´gion a` chaque ajout ou retrait de
points de mesure, la tempe´rature extrapole´e sur la paroi varie aussi de fac¸on
importante. Le coefficient de transfert a` la paroi qui par de´finition mesure
le saut de tempe´rature [T (r = R) − Tw] en est directement impacte´ et c’est
cette de´pendance lie´e a` la variabilite´ du choix humain qui semble se refle´ter
sur certaines corre´lations publie´es dans la litte´rature.
La corre´lation couramment utilise´e pour estimer la conductivite´ ther-
mique du lit catalytique est de la forme [60],
λr
λf
=
λ0r
λf
+ κ · Pr ·Rep (3.15)
avec λf la conductivite´ thermique du fluide, Pr le nombre de Prandtl mole´culaire,
Rep le nombre de Reynolds base´ sur le diame`tre de la particule et κ une
constante a` de´terminer expe´rimentalement. Dans cette formulation, on dis-
tingue aise´ment la partie stagnante de la partie convective. La partie stag-
nante λ0r comprend la conduction du fluide et du solide ainsi que les transferts
radiatifs. Notons que dans les conditions ope´ratoires c’est le transfert radia-
tif qui contribue le plus a` la partie stagnante de la conductivite´ effective. La
conductivite´ thermique du milieu lorsque le fluide est au repos a une forme
relativement complexe [61],
λ0r
λg
=
[ (1− λf
λp
B)
(1− λf
λp
B)2
ln(
λp
Bλf
)− B + 1
2
− B − 1
1− λf
λp
B
]
× 2
√
1− φ
1− λf
λp
B
+
√
1− φ(λf
λR
+
λf
λp
)−1 + (1−
√
1− φ)(1 + λR
λf
) (3.16)
Auteurs Re N κ
A.G. Dixon [62] 100 ≤ Re ≤ 3200 1.14 ≤ N ≤ 6.4 1
10(1+[19.4/N2])
Demirel and al.[63] 200 ≤ Re ≤ 1200 4.5 ≤ N ≤ 7.5 0.048
Pr
(air)
Yagi and al. [64] 50 ≤ Re ≤ 400 4.8 ≤ N ≤ 8.8 0.12
Table 3.1 – Quelques exemples de valeurs pour κ disponible dans la
litte´rature lorsque la forme des particules est sphe´rique.
avec
B = 1.25(
1− φ
φ
)10/9 (3.17)
et
λR
λf
= 2.27× 10−7( e
2− e)T
3 dp
λf
(3.18)
ou` e est l’e´missivite´, T la tempe´rature, dp le diame`tre e´quivalent, λR la
conductivite´ radiative, λf la conductivite´ du fluide, λp la conductivite´ de
la particule et φ la porosite´.
La plupart des estimations de κ disponible dans la litte´rature sont em-
piriques et sont obtenues a` bas Reynolds (voir Table 3.1). On peut observer
qu’il existe une plage de valeur possible de κ pour un lit catalytique compose´
de particules sphe´riques.
De meˆme, une corre´lation de type [65],
dphw
λf
=
h0wdp
λf
+ β · Prtγ ·Reδp (3.19)
permet d’e´valuer le transfert a` la paroi, avec h0w le transfert a` la paroi lorsque
le fluide est au repos. Une corre´lation possible pour la partie stagnante h0w
peut s’e´crire sous la forme [66],
h0wdp
λf
=
(
1.3 +
5
N
)λ0r
λf
(3.20)
La table 3.2 pre´sente une se´lection de corre´lations diffe´rentes de´crivant la
partie convective du coefficient de transfert a` la paroi pour des lits cataly-
tiques compose´s de particules sphe´riques. Il est a` rappeler que le caracte`re
dispersif de ces corre´lations les rend peu fiables pour une utilisation pratique.
Author N Rep Correlation
Li and Fin-
layson [53]
3 ≤ N ≤
20
20 ≤ Rep ≤
7600
0.17Re0.79p
Demirel and
al. [63]
4.5 ≤ N ≤
7.5
200 ≤ Rep ≤
1450
0.217Re0.756p
Dixon and
al. [67]
3 ≤ N ≤
12
50 ≤ Rep ≤
500
(1− 1.5N−1.5)Pr1/3Re0.59p
Dixon [62] 1.13 ≤
N ≤ 6.4
300 ≤ Rep ≤
3000
0.523(1−N−1)Pr1/3Re0.738p
Peters and
al. [68]
2.7 ≤ N ≤
11
200 ≤ Rep ≤
6000
4.9N−0.26Pr0.33Re0.45p
Table 3.2 – Corre´lations empiriques estimant la partie convective du trans-
fert a` la paroi.
3.3 E´tude physique du nombre de Nusselt
3.3.1 Objectif
Le but ici est de de´river une expression exacte du coefficient de transfert
a` la paroi a` partir de l’e´quation fondamentale gouvernant le transport de
la chaleur. En effet, nous avons vu dans la section pre´ce´dente qu’il existe
de nombreuses corre´lations pour e´valuer les deux coefficients parame´trant
les mode`les 1D et 2D a` savoir λr et hw, mais aussi qu’il existe une certaine
discordance entre elles, ce qui les rend peu fiables pour une e´valuation pre´cise
de ces parame`tres. De plus, il a e´te´ observe´ que la dispersion est plus marque´e
sur le coefficient de transfert a` la paroi que sur celui de´crivant le transfert
dans le lit catalytique. L’expression exacte permet d’une part de lever une
partie des incertitudes entourant ce coefficient et donc d’avoir des corre´lations
plus fiables et d’autre part d’identifier les me´canismes physiques pilotant le
transfert a` la paroi.
3.3.2 Nombre de Nusselt non local
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1. Introduction
Randomly packed tubular catalytic reactors are widely used in chemical
engineering processes such as steam methane reforming in hydrogen production.
The accurate estimation of the radial temperature profile, particularly for low
tube-to-particle diameter ratio reactors, is a key element in the reactor design5
and performance studies as it directly drives catalytic reaction rates. Moreover,
the accurate evaluation of the tube temperature is also a very useful and valuable
information to estimate the life time of the tubular reactor. The radial heat
transfer modeling issue has been investigated for more than 50 years but it is
still difficult to find a reliable and widely accepted heat transfer correlation in10
the literature [1]. Typical radial temperature profiles observed in experimental
and numerical studies [2] exhibit a smooth decrease in the bulk of the bed but
a steep slope in the near wall region. Those two-region profiles are in most
cases bridged by a ’hump’ profile. These features highlight that more than one
physical mechanism drive the heat transfer from the wall to the bed center and15
that those mechanisms depend on the radial position. Deep insights into the
turbulent and dispersive flow field features are required to understand how it
affects the local convective heat transfer.
Most of the models in use are deterministic and pseudo-homogeneous. The
classical one is the two coefficients model λr − hw, for which the whole radial
heat transfer is lumped into the constant bulk thermal effective conductivity λr
and the apparent wall heat transfer coefficient hw [3].
ρCpUs
∂T
∂z
= λr
(∂2T
∂r2
+
1
r
∂T
∂r
)
(1)
−λr ∂T
∂r
|r=R= hw[T (r = R)− Tw] (2)
∂T
∂r
|r=0= 0 (3)
T |z=0= T0(r) (4)
2
∂T
∂z
|z=Lt= 0 (5)
where Us is the bulk superficial velocity derived from Ergun correlation [4].
It is worth noting that assuming constant bulk velocity and constant effective
thermal conductivity, the radial homogeneity hypothesis is fully used. This
simplification enables to obtain analytical solutions for Eqs.(1)-(5) which read,
T (r, z) = 2
∞∑
n=1
J0(Anr)exp(−αA2nz)
AnJ1(An)[(An/Bi)2 + 1]
(6)
where Ji is i
th order Bessel function and An are roots of
AnJ1(An) = Bi · J0(An) (7)
with Bi the Biot number defined as
Bi =
hwR
λr
(8)
The parameter α reads
α =
ρCpLtd
2
pR
2Us
λr
(9)
where Lt is the bed length and R the tube radius.
One of the methods frequently used to determine λr and hw consists in fitting20
the temperature profile (6) on experimental data. Hence, the two parameters
are estimated by least square method (see [5] and [6]). On the other hand, Beek
[7] and Li and al.[6] brought to light important disagreements existing between
literature correlations for λr and hw. It was shown that the scatter is even
much wider as far as the wall heat transfer coefficient is concerned. One of the25
explanations to the disagreement was pulled up in [8]. It was pointed out that
when fitting measurement points by least square methods, the resulting profile
depends on the number of sampling points. In other words, removing or adding
a measurement point has an impact on the temperature profile. Moreover, it
was shown that using only measurement points of the bulk region enables the30
curve obtained from (6) to at least well fit the bed core temperature.
3
Hence, one can deduce that the nearest measurement point to the wall gives
the slope to determine the extrapolated fluid temperature at the wall T (r =
R). As the temperature profile displays a stiff slope in the near wall region,
huge scatter can be expected on the speculated value of T (r = R) and so on35
hw. Obviously, the uncertainties stem from the near wall region extra thermal
resistance, which is arbitrarily split between the constant λr and hw. Moreover,
as tube to particle diameter ratio decreases, the wall effects are extended from
the near wall zone to a significant distance into the bed and the main part
of the convective thermal resistance generated by the flow maldistribution is40
attributed to hw as the constant bulk effective conductivity λr is no more valid
for low tube/particle diameters ratios.
Recently, numerous CFD simulations have confirmed the radial variation of
the void and velocity profiles [9, 10, 11, 12] underlying that λr is a function
of the radial position. Therefore, the extra resistance in the near wall region45
should then be taken into account by a local effective thermal conductivity
λr(r). Hence, the apparent wall heat transfer coefficient can be removed from
the model as it has no physically supported existence. But to date, such a
radial varying thermal conductivity is barely at its early stage of development
[13, 14] and models using the wall heat transfer coefficient are still widely used50
[15, 16, 17].
This paper’s aim is to investigate the physical mechanisms contributing to
the wall heat transfer in low tube to diameter ratio tubular reactors. To this
end, three-dimensional high-fidelity CFD simulations are carried out in wall
bounded tubular packed beds of different particle shapes (spheres and perfo-55
rated cylinders). The porous medium formalism and the Representative Ele-
mentary Volume concept are extended to wall bounded anisotropic packed beds
in order to get meaningful averaged flow and temperature field. A new non
local expression of the wall heat transfer is then derived using the integration
method introduced by Fukagata and al.[18] for the skin friction and extended60
to the wall heat transfer by Kasagi and al.[19]. Previously, the method had
been successfully extended to investigate skin friction on geometrically complex
4
surfaces by [20, 21], and for compressible flow configurations by [22]. The ad-
vantage of the non local expression is its ability to highlight all the weighted
physical contributions responsible for the observed wall heat transfer. Hence,65
one is advised on which mechanisms it is worth to work on to improve the wall
heat transfer.
The paper is organized as follows. The new non local expression for the
macroscopic Nusselt number is first presented in Section 2. The microscopic
simulations used to compute the different contributions that appear at the70
macroscopic level are discussed in Section 3. Both the theoretical definition
and the practical identification of the elementary volume used to derive the
macroscopic description of the medium are then discussed in Section 4. The
macroscopic Nusselt number is finally illustrated on two physical configurations
and a physical investigation is carried out in Section 5. Modelling of the Nus-75
selt number via empirical correlations for the present random porous medium
configuration is then discussed in Section 6.
2. A new non local expression for the wall heat transfer coefficient
The volume averaging concept is first recalled. It is then applied to the
Reynolds averaged equation which describes the energy conservation at the pore80
scale in oder to obtain the governing equation of the energy at the macroscopic
scale. Finally, the non local expression for the Nusselt number is derived by ap-
plying the integration operator to the macroscopic energy conservation equation
[23].
2.1. Double decomposition concept85
One can split an instantaneous quantity into two parts: a mean quantity
and its fluctuation [24]. Hence the time decomposition reads,
ϕ = ϕ¯+ ϕ
′
, (10)
where ϕ¯ = 1∆t
∫ t+∆t
t
ϕdt is the time averaged quantity and ϕ
′
its fluctuation
around the mean quantity. The spatial decomposition is applied following the
5
same reasoning,
ϕ = 〈ϕ〉i + δϕ, (11)
with 〈ϕ〉i the intrinsic average of ϕ in the fluid phase 〈ϕ〉i = 1Vf
∫
Vf
ϕdV and
δϕ the spatial deviation. The porosity, φ =
Vf
V , links the intrinsic averaged
quantity to the volume averaged one,
〈ϕ〉v = φ 〈ϕ〉i , (12)
where V is the volume in which the average is carried out and Vf the volume
of fluid inside it. It is worth noting that the scale separation between averaged
and instantaneous quantities requires the average of the first order moments to
damp to zero, 〈δϕ〉i = ϕ¯′ = 0. Applying the double decomposition to an
instantaneous quantity ϕ, one gets
ϕ = 〈ϕ¯〉+ 〈ϕ′〉+ δϕ¯+ δϕ′ (13)
Applying both time and volume averaging operators, which are commutative
for rigid medium (〈ϕ¯〉 = 〈ϕ〉), to (13) one can notice that the three last terms
on the right hand side vanish, as required by the scale separation.
One reminds here two permutation rules between averaging and derivative
operators which are very useful in practical applications [25].
〈∇ϕ〉v = ∇〈ϕ〉v + 1
V
∫
Ai
nϕdA, (14)
〈∇ ·ϕ〉v = ∇ · 〈ϕ〉v + 1
V
∫
Ai
n ·ϕdA (15)
with dA a surface element, n the normal vector oriented from the solid to fluid
phase and Ai the solid surface in the volume V.90
2.2. Non local expression for the wall heat transfer coefficient
In the following, superscript ∗ stands for quantities with dimensions whereas
those without superscript are dimensionless ones. In order to derive the macro-
scopic governing equation describing turbulent heat transfer in packed beds,
6
volume averaging operator is applied to the steady Reynolds averaged govern-95
ing equation of the fluid temperature written in cylindrical coordinates. Thus
one gets,
∂
∂z∗
〈
I¯∗z
〉
+ (ρ∗C∗p )f
1
r∗
∂
∂r∗
r∗φ
[ 〈
u∗r
〉i 〈
T ∗
〉i
+
〈
δu∗rδT ∗
〉i
+
〈
u∗′r T ∗
′
〉i ]
−λ
∗
f
r∗
∂
∂r∗
r∗[φ
∂
∂r∗
〈
T ∗
〉i
+
1
V ∗
∫
A∗i
nrδT¯ ∗dA∗] = 0
(16)
where the axial inhomogeneous term reads〈
I¯∗z
〉
= (ρ∗C∗p )fφ
[ 〈
u∗z
〉i 〈
T ∗
〉i
+
〈
δu∗zδT ∗
〉i
+
〈
u∗′z T ∗
′
〉i ]
−λ∗f [φ
∂
∂z∗
〈
T ∗
〉i
+
1
V ∗
∫
A∗i
nzδT¯ ∗dA∗]
(17)
From the global heat balance, the supplied heat at the wall is removed by
convection at the steady state. The removed amount of heat is constant and
proportional to the bulk temperature variation ∆T ∗z in the streamwise direction.
Thus, the wall temperature changes linearly along the tube. Using the average
wall temperature
〈
T¯w
〉∗
and ∆T ∗z , the dimensionless temperature reads,
〈
θ¯
〉i
=
〈
T¯w
〉∗ − 〈T¯〉i∗
∆T ∗z
(18)
The bulk temperature is then defined as
〈
θ¯b
〉i
=
〈
T¯w
〉∗ − 〈T¯b〉i∗
∆T ∗z
(19)
where 〈
T¯b
〉i∗
=
∫ R∗
0
r∗
〈
I¯∗z
〉
dr∗
(ρCp)∗f
∫ R∗
0
r∗φ 〈u¯∗z〉 dr∗
(20)
Using the tube radius R∗, the tube length L∗ and twice the bulk velocity
2U∗b to get dimensionless distances and velocities, equation (16) becomes,
σ
[
φ 〈uz〉i + ∂
∂z
〈
I¯z
〉 ]− 1
r
∂
∂r
rφ
[ 〈ur〉i 〈θ〉i + 〈δurδθ〉i + 〈u′rθ′〉i ]
+
1
Re · Pr
1
r
∂
∂r
r[φ
∂
∂r
〈
θ
〉i
+
1
V
∫
Ai
nrδθ¯dA] = 0
(21)
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with
〈
I¯z
〉
= −φ[ 〈uz〉i 〈θ〉i+〈δuzδθ〉i+〈u′zθ′〉i ]+ σRe · Pr [φ ∂∂z 〈θ〉i+ 1V
∫
Ai
nzδθ¯dA]
(22)
where
σ =
R∗
L∗
(23)
Re =
d∗tU
∗
b
ν∗
(24)
U∗b =
2
R∗2
∫ R∗
0
r∗φ 〈u¯∗z〉i dr∗ (25)
and Pr the molecular Prandtl number. Here, the Nusselt number is defined as
Nu = −2[
〈
∂
∂r θ¯
〉 |r=1]〈
θ¯b
〉i (26)
Applying the integration operator
∫ 1
0
dr
∫ 1
r
rdr to (21),∫ 1
0
dr
∫ 1
r
rdr
{
−1
r
∂
∂r
rφ
[
〈ur〉i
〈
θ
〉i
+
〈
δurδθ
〉i
+
〈
u′rθ
′
〉i]
+
1
Re · Pr
1
r
∂
∂r
r
[
φ
∂
∂r
〈
θ
〉i
+
1
V
∫
Ai
nrδθ¯dA
]
+ σ[φ 〈uz〉i + ∂
∂z
〈
I¯z
〉
] = 0
}
(27)
the non local identity for the wall heat transfer coefficient reads,
Nu =
2〈
θ¯b
〉i (−∫ 1
0
rφ
[
∂
∂r
〈θ¯〉i + 1
V
∫
Ai
nrδθ¯dA
]
dr
+Re · Pr
∫ 1
0
r
[
φ〈u′rθ′〉i + φ〈δurδθ¯〉i + φ〈ur〉i〈θ¯〉i + σ[φ〈uz〉i +
∂
∂z
〈
I¯z
〉
]r
]
dr
)
(28)
Considering a homogeneous packed bed in the axial direction and linking
top and bottom boundaries periodically (imposing for instance a constant mass
8
flow rate on these boundaries), it can be deduced that
∂
∂z
〈
I¯z
〉
= 0. Thus,
Nu =
2〈
θ¯b
〉i

∫ 1
0
r φ
[−∂
∂r
〈θ¯〉i − 1
V
∫
Ai
nrδθ¯dA
]
dr︸ ︷︷ ︸
I
+Re · Pr
∫ 1
0
r
φ〈u′rθ′〉i︸ ︷︷ ︸
II
+φ〈δurδθ¯〉i︸ ︷︷ ︸
III
+φ〈ur〉i〈θ¯〉i︸ ︷︷ ︸
IV
+φσ〈uz〉ir︸ ︷︷ ︸
V
 dr

(29)
This new non local expression points out five physical mechanisms respon-
sible for the radial heat transfer:
• conduction (I), which originates in radial variations of the mean macro-100
scopic temperature profile, 〈θ¯〉i, and the fluctuations of the RANS mean
temperature field inside the REV, δθ¯.
• turbulent mixing (II), which is due to the turbulent heat flux observed at
the microscopic level in the RANS mean temperature budget equation. In
practice this term can be computed using time-averaged Direct Numerical105
Simulation results or RANS models.
• dispersive mixing (III), which is due to the spatial fluctuations of RANS
results (mean temperature and velocity fields) inside the REV. This term is
computed performing REV-averaging over microscopic simulation results.
• radial convection (IV), which represents the heat transport by the radial110
macroscopic velocity, 〈ur〉i.
• mean velocity deviation (V), which accounts for the contribution due to
the influence of the mean fluid dynamic disturbed by the inhomogeneity of
the packing in the radial direction. Indeed, if the medium is homogeneous
in the radial direction, one is able to deduce φ〈uz〉i = U0 at any position115
r where U0 is a constant Darcy velocity in an isotropic and homogeneous
medium. Therefore, 2〈θ¯b〉i
(
Re ·Pr ·σ ∫ 1
0
r2φ〈uz〉idr
)
= 2σRe·Pr〈θ¯b〉i
U0
3 . Apply-
ing the operator 2〈θ¯0〉i
∫ 1
0
rdr to (21), with
〈
θ¯0
〉i
=
〈T¯w〉∗−〈T¯〉i∗(r=0)
∆T∗z
, one
9
gets Nu = σRe·Pr
2〈θ¯0〉i . Therefore,
2σRe·Pr
〈θ¯b〉i
U0
3 =
4
3
〈θ¯0〉i
〈θ¯b〉iU0 ·Nu. Thus, it seems
obvious that if the medium was homogeneous in the radial direction, the120
mean velocity deviation contribution term would vanish, becoming rather
a multiplying factor for all contributions listed above.
3. 3D numerical simulation of turbulent flow and temperature field
in wall bounded packed beds
Two packing configurations are considered here to assess the influence of125
particles shape on the wall heat transfer coefficient. Defining N as the ratio
between the tube diameter d∗t and the equivalent particle diameter d
∗
p, we con-
sider packings with N = 5 for which the radial anisotropy induced by the wall
is important enough to escape the validity range of the usual two coefficients
model λr − hw. The shape influence is evaluated considering spherical particles130
and perforated cylinders (Table 1). Packings are generated with the commer-
cial algorithm DigiPacTM . It works by digitalising particles, the container and
the blank space. Hence, the required memory resources and simulation time are
significantly reduced compared to other algorithms working with the mathemat-
ically described geometry [26, 27, 28, 29]. A collision guided packing algorithm135
is first set. Particles are thrown from the top and at each time step, they move
of one voxel in a direction defined by the nominal forces and torques if any
overlaps are found. The packing is considered to be converged when no more
particles can be added. The algorithm is then switched to Random Placement
Packing to fill blanks in the top and the bottom sides. Finally, as the top and140
bottom boundaries are linked as periodic, particles are all lifted for a few time
steps to obtain a periodic packing (Figures 1 and 2). Packed beds are considered
to be homogeneous in the axial and azimuthal directions but presenting radial
void variation.
During the mesh-building step for CFD simulations, particle-particle and145
particle-tube contact points but also very narrow gaps between particles or
particles and wall generate highly skewed cells leading to convergence problems
10
Case Particle Shape N Number of cells in fine CFD grid
1 Spherical 5 51 millions
2 cylindrical with holes 5 42.5 millions
Table 1: Main characteristics of Packing beds.
Figure 1: Periodic packing with spherical particles (case 1).
Figure 2: Periodic packing with perforated cylinders (case 2).
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in CFD simulations. To prevent this, one can reduce or increase globally the
size of particles by for instance 1%. But it was advocated in [30] that the global
modification leads to errors on the porosity and the pressure drop of around150
4% and 12− 15% respectively. Hence, the geometry is locally modified creating
a wider gap between particles attached with contact points or narrow gaps.
This is achieved by detecting particles which are close to one to another with
a distance smaller than 1% of d∗p, increasing its radius by 2% of d
∗
p, removing
the overlapping parts on other particles then decreasing the particle size to its155
original one (Figure 3). Thus, the minimal gap between particles is guaranteed
to be greater than 1% of d∗p. The tube wall radius is then decreased by 2% of d
∗
p
and parts of particles laying outside of the new cylinder are removed. The tube
gets then back to its original dimensions. Hence, a small gap between the tube
and surrounding particles is created to make the mesh building step easier.160
Figure 3: Local treatment to avoid contact points and narrow gaps by increasing the gap
between particles.
The fluid domain is meshed with tetrahedral elements and the simulations
are performed with the commercial solver ANSYS Fluent 13.0. In this study
the considered fluid is air. A mass flow is imposed at the periodic faces and a
constant heat flux is set at the tube wall. Particles are considered to be adiabatic
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Case Mesh elements (tetrahedra) 〈u¯z〉i 〈θ¯〉i 〈u′rθ′〉i 〈δu¯rδθ¯〉i
1 28 millions to 51 millions 0.18% 0.29% 8.47% 0.69%
2 22.5 millions to 42.5 millions 0.16% 0.04% 2.36% 0.50%
Table 2: The mean error on the radial profile of REV-averaged quantities when refining the
computational grid.
and a zero flux is set on their surfaces. The flow and temperature fields are165
obtained solving the Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS) equations. The
turbulence is described with the two equations k −  model. It is worth noting
that the near wall flow completely depends on the local particles configurations
(recirculating, squeezed, downward, accelerated or stagnant flow) [31] and the
local mesh size is related to the gap size. The wall law has to be adapted to170
match the local y+. The enhanced wall treatment suggested by ANSYS Fluent
combines a two layers model with an enhanced wall law. When the mesh is
fine enough (y+ ≈ 1), a two layers model is used to solve the viscous affected
region and when the mesh is coarse a wall function is used to capture the flow
dynamic. The proposed near wall treatment is well suited for complex wall flows175
encountered in packed beds. The default spatial discretization scheme proposed
in ANSYS Fluent 13.0, namely the first order upwind scheme is used to solve
the momentum, the energy, the turbulent kinetic energy and the dissipation
rate equations. The standard scheme is used for the pressure and the pressure-
velocity coupling is realized with the SIMPLE scheme.180
Mesh convergence study was achieved for REV-averaged quantities (see Sec-
tion 4). The averaged error on the radial profile of REV-averaged quantities are
reported in Table 2. The REV-averaged radial profile of the turbulent thermal
diffusion −〈u′rθ′〉i is plotted in Figure 4. As expected, one can observe that it
is much more difficult to achieve mesh convergence for second order turbulent185
moments than for the mean flow quantities (Figure 5). But it is observed that
a very satisfactory convergence is obtained on all quantities of interest for the
present study.
13
Figure 4: Radial profile of the REV-averaged turbulent thermal diffusion −〈u′rθ′ 〉i for two
mesh densities (Case 1).
Figure 5: Radial profile of the REV-averaged temperature 〈θ〉i for two mesh densities (Case
2).
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4. Extension of the volume averaging concept to wall bounded anisotropic
medium190
The volume averaging concept has been recalled in section 2. However, the
appropriate volume which satisfies the scale separation was not discussed above.
Such a volume commonly called Representative Elementary Volume (REV) is a
key notion as far as porous medium is concerned. The idea behind the concept is
that the averaged geometric configuration and effective properties of the entire195
medium can be statistically deduced from a well defined volume. This leads
to a scale separation between effective (macro-scale) and detailed (micro-scale)
properties of the considered medium. Thus, flow governing equations are solved
only within the REV (micro-scale simulations) to get effective properties of the
medium and a new set of equations are derived for the REV filtered effective200
medium (macro-scale simulations) by applying the volume averaging operator
to micro-scale flow governing equations and using simulations carried out in
the REV to model sub-filter terms [32]. In this section well suited REV to
periodic then to isotropic infinite porous medium are briefly reviewed. Then,
an extension of the Representative Elementary Volume concept to wall bounded205
and anisotropic random medium is presented and the defined set of criteria is
validated via numerical simulations.
4.1. Representative Elementary Volume for infinite ordered media and infinite
random media
As demonstrated in [33, 34], for an infinite ordered medium as for instance
periodic rows of solid objects, a suitable Representative Elementary Volume
(REV) is the smallest pattern one can find to reproduce the entire medium.
Thus, a single pattern can be considered as the elementary representative vol-
ume of the medium. All effective properties of mass, momentum and heat
transport in the entire medium can be obtained performing simulations only
within the chosen REV. As far as isotropic random medium is concerned, the
Representative Elementary Volume has to be wide enough to contain within it
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as many different configurations as needed to be statistically representative of
the medium. This leads to the following constraint that requires the character-
istic length of the Representative Elementary Volume lREV to be much wider
than both the pore lp and the particle ld length scales.
lREV MAX{lp, ld} (30)
In other words, the REV is the smallest volume which can be statistically con-210
sidered to be a pattern. It is statistically meaningful to replicate the pattern
and thus reproduce the whole medium.
4.2. Suitable Representative Elementary Volume (REV) for anisotropic porous
medium
As for a low N tubular packed bed of spherical particles [35] or perforated215
cylindrical particles, present configurations exhibit radial packing anisotropy as
it is shown by the radial profile of the porosity (Figure 6). The porosity is equal
to one at the vicinity of the wall and decreases with a sharp slope from the wall
up to a distance of approximately dp/2. Then, it follows an oscillating, smoothly
damped behavior towards the tube centre. It is also worth nothing that the220
porosity and the mean axial velocity radial profiles are very similar showing
hence how deeply the radial anisotropy affects the flow dynamic (Figure 7).
As the packing is considered homogeneous in the axial and azimuthal direc-
tions, a tubular shaped REV is well suited to the packed bed system (Figure
8). The length L is required to be large enough to make the REV statistically225
meaningful.
L(r)MAX{lp, ld} ∀r (31)
The thickness d has to be small enough to capture the radial heterogeneity
and at the same time wide enough to be greater than the pore scale. Thus, d is
constrained to lie between the pore and radial anisotropy length scales.
lp ≤ d ≤ lih (32)
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Figure 6: Porosity Profiles
An additional constraint is required to have a constant REV V0 at any radial
position r.
V0 = 2pird(r)L (33)
with d(r) = dR ·
(
R
r
)
, where dR is the thickness of the REV lying along the230
tube. At the tube center, the REV is a cylinder.
To ensure that the chosen L and d are meaningful, it is worth to carry out
a REV convergence study. Tacking different sizes for d, one can assume that
the REV thickness fulfills the constraints (32), as soon as decreasing further
d generates small fluctuations around the mean profile. Figure 9 shows that235
the radial profile of the REV-averaged thermal dispersive fluctuation −〈δu¯rδθ¯〉i
depends on the chosen REV thickness d. But one can also notice that REVs
denoted by d3 (d∗R = 2 mm) and d4 (d
∗
R = 4 mm) are characterized by a
thickness larger than the radial anisotropy length scale lih. As for the REV
denoted by d1 (d∗R = 0.04 mm), its thickness is thinner than the pore scale,240
fluctuations revealing that the pore scale is reached. Hence one can deduce that
the thickness of REV denoted by d2 (d∗R = 1 mm) is the one satisfying (32).
As for L, the constraint (31) is achieved as soon as increasing L do not change
qualitatively and quantitatively the mean quantity profile. In practice, it is
17
Figure 7: Velocity Profiles. Mass flow = 0.1.
Figure 8: Appropriate REV for tubular packed beds
difficult to reach a quantitatively converged mean quantity and we assume that245
the convergence is reached when the error between REV averaged quantities
for consecutively increased L is below a convergence threshold. For instance,
Figure 10 and Figure 11 show how the difference between REV averaged values
decreases when the length L is successively increased. The evaluated error in
% at a position L on the abscissa is the mean error between radial profiles of250
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Figure 9: Averaged radial profile of the thermal dispersive fluctuation −〈δu¯rδθ¯〉i for different
REV thicknesses d1 < d2 < d3 < d4.(Case 1)
averaged quantities in REVs with a length of L + ∆L and L, where ∆L u
dp/2. One can assume that the convergence is reached for the porosity and
the averaged axial velocity as soon as the difference observed is below a certain
percentage. It is also worth noting that a large L is required to meet REV
convergence with volume averaged second order moments such as REV averaged255
Reynolds stress tensor components than with a zero order moment such as the
mean velocity. Hence, for a turbulent flow, the meaningful L is the one for which
the volume averaged second order moments reach the convergence (Figure 11
and Table 3).
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L→ L+ ∆l φ 〈u¯z〉i 〈θ¯〉i 〈u′rθ′〉i 〈δu¯rδθ¯〉i
0.0125 → 0.025 2.45% 1.7% 3% 10.2% 16.9%
0.025 → 0.05 3.1% 2.6% 4.7% 14.3% 50.4%
0.05 → 0.1 2.3% 2.5% 8.1% 20% 45.2%
0.1 → 0.15 2.1% 1.1% 7% 12.2% 10.4%
0.15 → 0.2 1.8% 1.8% 4.1% 11.9% 10.7%
0.2 → 0.25 1.34% 1.3% 4.1% 9.5% 10.6%
0.25 → 0.3 1.1% 1.2% 2.8% 6.8% 8.5%
0.3 → 0.35 0.7% 1.4% 1% 5.9% 10.1%
0.35 → 0.4 0.47% 0.9% 1.6% 6% 15%
0.4 → 0.45 0.69% 0.7% 1.4% 5% 5%
0.45 → 0.5 0.65% 0.6% 1.1% 4% 10%
0.5 → 0.55 0.53% 0.75% 1% 5% 13%
0.55 → 0.6 0.56% 0.67% 1.2% 7% 9%
0.6 → 0.65 0.68% 0.76% 0.8% 5% 4%
0.65 → 0.7 0.54% 0.64% 1.2% 2.6% 11%
0.7 → 0.75 0.4% 0.6% 0.6% 2.3% 8.4%
0.75 → 0.8 0.5% 0.47% 0.8% 4% 7.8%
0.8 → 0.85 0.55% 0.5% 0.7% 2.1% 6.1%
0.85 → 0.9 0.45% 0.8% 1% 2.5% 6.5%
0.9 → 0.95 0.3% 0.9% 1.4% 1.7% 6%
0.95 → 1 0.4% 0.7% 0.6% 2.8% 4.6%
Table 3: Mean error(in %) on the radial profile of REV-averaged quantities when increasing
the REV length from L to L+ ∆l. (Case 2)
20
Figure 10: Evaluation of the mean difference between radial profiles of REV averaged quan-
tities (porosity and mean axial velocity) when changing the REV length L (Case 1).
Figure 11: Evaluation of the mean difference between radial profiles of REV averaged quan-
tities (temperature and second order moments) when changing the REV length L (Case 1).
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5. Physical analysis of the tube Nusselt number260
5.1. Validation of the numerical evaluation of non local Nusselt number
The new non-local expression (29) is an exact equation, which must be evalu-
ated using numerical quadrature. The validation of the results given by the non
local expression is carried out by comparing it to the usual Nusselt expression
obtained from 3D simulations,
Nuref =
Q∗d∗t
λ∗f (
〈
T¯w
〉∗ − 〈T¯b〉i∗) (34)
where Q∗ is the imposed heat flux per surface unit at the tube wall (Table 4).
Case Rep Nuref Nunon−local Error (%)
3921 433.66 433.61 0.01%
1 7819 667.45 660.8 1%
15608 1040.7 1025.7 1.44%
31180 1671.67 1700 1.7%
3953 376.35 390.0 3.62%
2 7892 599.56 619.87 3.39%
16700 1041.21 1085.22 4.23%
31482 1684.55 1772.05 5.2%
Table 4: The non-local expression of the Nusselt number compared to the reference Nusselt
number.
5.2. Physical analysis
The non local expression points out five physical mechanisms responsible for
the radial heat transfer which are respectively conduction (I), turbulent mixing
(II), dispersive mixing (III), radial convection (IV) and mean velocity deviation
(V). Figures 12 and 13 display the evolution of the weighted contribution of each
of those physical mechanisms and the Nusselt number from a radial position r
to the wall. For instance, the plotted dispersive contribution denoted as III is
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the following term:
III(r) =
2Re · Pr〈
θ¯b
〉i ∫ 1
r
rφ
[〈δurδθ¯〉i] dr (35)
and the Nusselt number profile is obtained with the following expression:
Nu(r) =
2〈
θ¯b
〉i(− ∫ 1
r
rφ
[
∂
∂r
〈θ¯〉i + 1
V
∫
Ai
nrδθ¯dS
]
dr
+Re · Pr
∫ 1
r
rφ
[
〈u′rθ′〉i + 〈δurδθ¯〉i + 〈ur〉i〈θ¯〉i + δ〈uz〉ir
]
dr
) (36)
These figures clearly show that the main contributions to the Nusselt number
are the velocity inhomogeneity and the dispersive mixing which prevail over265
other ones highlighting how the radial anisotropy and the mechanical dispersion
in the packed bed are essential to convey the heat from the wall towards the
bed. For the packed bed with spherical particles for instance, the mean velocity
inhomogeneity and the dispersive contribution represent respectively 67.8% and
25.9% of the total contribution of the Nusselt number for a Reynolds number270
based on the equivalent diameter Rep of 15600 (Rep = Re/N). Moreover, it
is worth noting that the establishing profile of the Nusselt number covers the
whole medium from the tube wall to the center of the bed underlying that
the whole medium is involved. However, as indicated by the profile slope, the
contribution to the Nusselt number decreases when going away from the wall.275
The heat transfer processes occurring in the near wall region contribute more
significantly to the wall heat transfer than those occurring in the duct core
region. Indeed, if we take the example of the catalyst bed of spherical particles
(Case 1) at Rep = 15600 , 73% of the Nusselt number value is reached at a
distance of dp from the wall. It is hence emphasized that the wall heat transfer280
is correlated to the whole bed thermal conductivity efficiency but weighted by
the radial position.
Considering the ratio between the derivative of Eq. (36) and Eq. (36)
(∆Nu = 1Nu
dNu
dr ), one can capture the existence of a thermal resistance in the
near wall region (Figure 14 and 15). Indeed, from the wall up to a distance of285
dp/2 for the packing with spheres and up to a distance of approximately 3dp/4
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for the packing of perforated cylinders, the rate of the Nusselt number growth
from the wall is stiﬄy damped. Comparing this ratio for each contributions,
the turbulent mixing and the velocity inhomogeneity seem to be mainly affected
by the near wall thermal resistance which is responsible for the damping of290
the growth rate in this region. However, the dispersion contribution shows a
relatively smooth decrease when moving from the wall underlying that an high
dispersive heat transfer is kept over this region. The decrease is even very light
from the wall up to a distance of about 3dp/4 in the case of the packed bed of
spherical particles.295
The main features described for the packing of spherical particles are also
found in the packed bed of perforated cylinders showing that the general phys-
ical mechanisms which drive the wall heat transfer are the same in both con-
figurations. However, as the shape influence has an impact on the packing
heterogeneity as evidences the porosity profile, the near wall thermal resistance300
observed in Figure 15 displays a very stiff decrease from the wall up to a dis-
tance of dp/8 and then a less steeper one up to 3dp/4. As for the derivative of
the dispersive contribution, it still keeps its transfer strength over this region
compared to the other contributions but not as efficiently as in the spherical
packing configuration. One can hence deduce that changing the particle shape,305
the wall heat transfer mechanisms can be modified to stick for instance the near
wall resistance in a thin layer close to the wall .
It is also worth noting that the region from the wall up to a distance of dp/2 is
characterized by a steep decrease in the porosity and in the streamwise velocity
(Figures 6 and 7) indicating that the near wall macroscopic shear flow which310
is decreasing when moving away from the wall and the near wall channeling
effect could be responsible for the thermal resistance occurring in this region,
but more evidences are required to draw a definitive conclusion.
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Figure 12: Physical contributions to the Nusselt number (Case 1).Rep ≈ 16000
Figure 13: Physical contributions to the Nusselt number (Case 2).Rep ≈ 16000
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Figure 14: Radial derivative of the Nusselt number and of its main physical contributions
(Case 1). Rep ≈ 16000
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Figure 15: Radial derivative of the Nusselt number and of its main physical contributions
(Case 2). Rep ≈ 16000
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6. Empirical modeling for the Nusselt number
The Nusselt number can be simply correlated to the Reynolds number by a315
expression in the form αReβp , with Rep = d
∗
pU
∗
b /ν
∗ (see [1, 36] for an overview).
Such correlations can be obtained for the two cases discussed in this study
(Figures 16 and 17).
Nu = 2.16 ·Re0.64p (for spheres) (37)
Nu = 0.79 ·Re0.74p (for perforated cylinders) (38)
As it was shown that the main contributions to the Nusselt number are the mean
velocity deviation and dispersive mixing, we obviously find that the packing320
made with spherical particles and the one obtained with pellets have different
correlations. Indeed, when the shape of the particle changes, the mechanical
deviation of the flow is affected and the wall heat transfer is then impacted.
It clearly points out that the particle shape can be considered as one of the
key factors to improve the wall heat transfer. The better the particle ability to325
scatter the flow field, the better the wall heat transfer.
Most of the available correlations for packed beds of spherical particles
are obtained empirically for relatively low Reynolds numbers. Some of them
are presented in Table 5. The existing scatter between those correlations are
highlighted in Figure 18. All of these correlations measure the temperature330
jump between the wall temperature and the extrapolated wall fluid tempera-
ture Nup =
Q∗d∗p
λf (T∗w−T∗f (r∗=R∗)) except the one presented in this study and the
one denoted as Nu7 which measure the jump between the wall and bulk temper-
atures Nup =
Q∗d∗p
λ∗f (T
∗
w−T∗b ) . One can notice that the correlation obtained via 3D
numerical simulations is very consistent with the ones found in the literature as335
it follows the same law deduced empirically. Moreover, the trend and the range
of values are also in agreement with the values found experimentally. One can
at this point only conclude that it is possible to derive a consistent correlation
from numerical simulations. The values found for the parameters α and β are
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Author N Rep Correlation
Li and Fin-
layson [6]
3 ≤ N ≤ 20 20 ≤ Rep ≤ 7600 0.17 ·Re0.79p
Demirel and
al. [38]
4.5 ≤ N ≤
7.5
200 ≤ Rep ≤
1450
0.217 ·Re0.756p
Dixon and al.
[39]
3 ≤ N ≤ 12 50 ≤ Rep ≤ 500 (1− 1.5N−1.5)Pr1/3Re0.59p
Dixon [40] 1.13 ≤ N ≤
6.4
300 ≤ Rep ≤
3000
0.523(1−N−1)Pr1/3Re0.738p
Peters and al.
[41]
2.7 ≤ N ≤
11
200 ≤ Rep ≤
6000
4.9N−0.26Pr0.33Re0.45p
Present study 5 3000 ≤ Rep ≤
30000
0.432Re0.64p
Nu1 =
Q∗d∗p
λ∗f (〈T¯w〉∗−〈T¯b〉i∗)
Table 5: Experimental correlations for the wall heat transfer found in the literature and the
one derived from numerical simulations in this study.
not validated at this point as there is no empirical correlations available mea-340
suring the jump between the bulk and the wall temperatures in the literature
for the range of Reynolds investigated. Moreover, the packing we investigated is
an idealized one as the mean porosity is higher than the compact one obtained
in industrial packed beds. For instance the mean bed porosity for the packing
obtained with spheres is equal to φ0 = 0.4954 whereas the reference value for a345
loose random packing obtained empirically [37] is equal to φref = 0.4748 which
shows an error of 4.35%. The overestimated porosity will have an effect on the
parameters α and β but this issue is out of the scope of the present work.
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Figure 16: Correlation for the Nusselt number (Case 1).
Figure 17: Correlation for the Nusselt number (Case 2).
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Figure 18: Correlations for the wall Nusselt number of a tubular packed bed with spherical
particles. Nu1:Present correlation; Nu2:[6]; Nu3:[38]; Nu4:[39]; Nu5:[40]; Nu6:[41]; Nu7:[38]
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7. Conclusion
Periodic tubular packed bed of spherical particles on the one hand and the350
one with perforated pellets on the other hand were realized. 3D CFD simulations
were then carried out to get detailed information about the flow dynamic and
the thermal field in the fluid domain. The data was unequivocally up-scaled
to the observation scale with the REV concept, which was extended to make
it valid for packed bed configurations. Applying integration operator, an exact355
non local expression for the Nusselt number was derived from the up-scaled
governing equation of the temperature field. The obtained expression was able
to clarify the weighted physical mechanisms’ contributions to the wall heat
transfer. The flow inhomogeneity and the mechanical dispersion were identified
to be the main processes bringing heat from the wall to the bed. It was also360
highlighted that the whole medium participates to the wall heat transfer but
not in the same proportion. Indeed, the contribution of physical mechanisms
in the near wall zone are much more important than in the region far from the
wall. However, it was indirectly observed that the very near wall region displays
a certain resistance to convey the heat to the bed. This region characterized365
by a steep decrease of porosity and streamwise velocity when moving away
from the wall (Figures 6 and 7) can reduce the rate of the heat transfer. The
near wall channeling effect, dragging the heat along the streamwise direction,
seems to weaken the amount of heat conveyed in the radial direction. But more
investigations are needed to confirm the near wall channeling effect on the near370
wall heat transfer.
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3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons brie`vement rappele´ l’e´tat de l’art de la
mode´lisation des transferts thermiques dans les re´acteurs tubulaires a` l’aide
de mode`les classiques (mode`les simplifie´s a` deux coefficients λr−hw) et sou-
ligne´ les points bloquants pouvant mettre en pe´ril leur utilisation fiable et
pe´renne au niveau industriel. En effet, le mode`le a` deux coefficients reposant
sur des hypothe`ses qui sont invalides pour les configurations industrielles cou-
ramment rencontre´es ne peut correctement estimer les transferts de chaleur a`
l’inte´rieur des re´acteurs tubulaires. De plus, le caracte`re e´pars des corre´lations
existant dans la litte´rature pour de´crire ces coefficients de´montre que les
me´canismes physiques pilotant le transfert de chaleur dans ce type de mi-
lieu reste encore me´connus. De nouvelles approches doivent eˆtre de´veloppe´es
pour comprendre la complexite´ des me´canismes intervenant et saisir leur roˆle
et leur importance relative afin de construire des mode`les plus robustes et
fiables. Dans cet e´tat d’esprit, nous avons re´alise´ une e´tude approfondie des
me´canismes physiques pilotant le transfert a` la paroi. Ceci a permis de mettre
en e´vidence cinq diffe´rents me´canismes pilotant le transfert a` la paroi ainsi
que leur importance relative. Il a de plus e´te´ montre´ qu’il e´tait possible de
de´river des corre´lations simples a` partir des donne´es produites par la simu-
lation nume´rique (CFD). En effet, on montre par exemple dans cette e´tude
que la forme des corre´lations empiriques propose´e dans la litte´rature peut
eˆtre retrouve´e a` partir des e´quations fondamentales re´gissant le transport
de chaleur a` l’e´chelle des pores. Cette approche alternative doit cependant
eˆtre davantage de´veloppe´e pour eˆtre en mesure de produire des corre´lations
fiables.
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4.1 Introduction
Dans les conditions ope´ratoires, le me´lange gazeux peut eˆtre injecte´ dans
les re´acteurs tubulaires a` des Reynolds allant de 2000 a` 15000 (Rep =
Usdp
ν
avec Us la vitesse superficielle et dp le diame`tre e´quivalent du catalyseur). La
traverse´e du tube se fait donc a` un re´gime turbulent plutoˆt mode´re´. Ce re´gime
est ge´ne´ralement choisi de sorte que le me´lange turbulent puisse ame´liorer
le transport de la chaleur depuis la paroi vers l’inte´rieur tout en mainte-
nant les pertes de charge a` des valeurs raisonnables. La compre´hension et
la mode´lisation de l’e´coulement turbulent a` travers les lits catalytiques est
une e´tape majeure pour comprendre les transferts de chaleur, e´tant donne´
que l’essentiel du transfert se fait par le transport turbulent et la dispersion
me´canique.
On appelle dispersion me´canique les fluctuations spatiales induites sur
les diffe´rents champs RANS, δψ¯, par la matrice solide. Elle permet notam-
ment d’ame´liorer les transferts (de quantite´ de mouvement, d’ espe`ces, de
la chaleur) en accentuant le me´lange. Si le caracte`re de´sordonne´ de la ma-
trice solide permet d’ame´liorer les diffe´rents transferts notamment par la
dispersion, le confinement de la matrice solide dans un re´cipient tubulaire
compromet ce caracte`re de´sordonne´ cre´ant des effets de canalisation. Cela
se traduit, notamment dans la re´gion proche paroi, par une re´sistance aux
diffe´rents transferts s’ope´rant dans la direction radiale.
L’objectif de ce chapitre est d’incorporer les diffe´rents effets de la matrice
solide dans les e´quations gouvernant la dynamique d’un e´coulement turbu-
lent a` l’e´chelle macroscopique. Les me´canismes de dispersion et les effets de
canalisation sont mis en e´vidence et inte´gralement mode´lise´s afin d’e´valuer
leur contribution respective aux me´canismes de transfert. L’e´tablissement des
e´quations gouvernant la turbulence et la dispersion me´canique en re´gime tur-
bulent a` l’e´chelle macroscopique permet par ailleurs de fermer les e´quations
de Navier-Stokes de´rive´es a` l’e´chelle macroscopique dans la section 2.3.1.
4.2 E´tude bibliographique
De nombreuses e´tudes expe´rimentales [69, 70, 71, 72] sur les e´coulements
dans des milieux assimilables aux milieux poreux ont confirme´ l’existence
de structures turbulentes de`s lors que le nombre de Reynolds base´ sur la
taille des pores atteint quelques centaines (Repore > 300). Masuoka et al.
[73] posent alors l’hypothe`se que la de´viation a` la loi de Darcy observe´e
est une conse´quence de la dynamique locale de structures turbulentes se
de´veloppant avec le nombre de Reynolds a` l’inte´rieur des pores. Conside´rant
l’importance pratique de de´velopper un mode`le de turbulence a` l’e´chelle
macroscopique, notamment pour correctement de´crire le transport de cha-
leur et de masse a` travers le milieu poreux [74, 75], un mode`le de turbu-
lence macroscopique a` deux e´quations est de´veloppe´ (k −  macroscopique).
Les e´quations gouvernant l’e´volution de l’e´nergie cine´tique turbulente et
du taux de dissipation sont ainsi de´rive´es a` l’e´chelle macroscopique d’une
part en appliquant la de´composition de Reynolds a` l’e´quation du moment
a` l’e´chelle macroscopique [76], d’autre part en appliquant la moyenne volu-
mique au syste`me des e´quations de Navier-Stokes incompressibles RANS et
aux e´quations d’e´volution gouvernant l’e´nergie cine´tique turbulente et le taux
de dissipation turbulente a` l’e´chelle du pore [77, 78, 79, 80]. Il a ensuite e´te´
montre´ que l’ordre d’application des filtres (moyenne temporelle et moyenne
volumique) n’a aucune influence sur les e´quations de Navier-Stokes macro-
scopiques lorsque l’on e´tudie des e´coulements incompressibles et turbulents
dans des milieux poreux rigides [81].
4.2.1 Mode`le de Nakayama and al.[77]
Le milieu poreux conside´re´ est un milieu infini et ordonne´. Le syste`me
des e´quations de Navier-Stokes a` l’e´chelle macroscopique est obtenu en ap-
pliquant la moyenne volumique au syste`me des e´quations de Navier-Stokes in-
compressibles RANS gouvernant la dynamique a` l’e´chelle du pore. Ce syste`me
contient des termes additionnels de´coulant de l’application de la moyenne
volumique, a` savoir des termes surfaciques et des termes contenant les mo-
ments d’ordre deux caracte´risant les corre´lations de fluctuations spatiales
des composantes du champ de vitesse RANS. Ces deux types de termes sont
rassemble´s et mode´lise´s par une loi de type Darcy-Forchheimer.
De meˆme, l’application de la moyenne volumique a` l’e´quation d’e´volution
de l’e´nergie cine´tique turbulente et a` l’e´quation d’e´volution du taux de dissi-
pation turbulente a` l’e´chelle du pore fait apparaˆıtre des termes additionnels
(termes surfaciques et corre´lations de fluctuations spatiales). Les termes sous
forme de divergence de moments d’ordre deux sont interpre´te´s comme e´tant
de la dispersion d’e´nergie cine´tique turbulente ou de taux de dissipation tur-
bulente et sont mode´lise´s sous la forme d’une divergence d’un flux dispersif.
Le flux dispersif est le tenseur de dispersion multiplie´ par le gradient de la
quantite´ disperse´e repre´sentant respectivement l’e´nergie cine´tique turbulente
macroscopique et le taux de dissipation macroscopique. Les termes restants
sont interpre´te´s comme e´tant soit de la production soit de la dissipation en-
gendre´e par la matrice solide et l’application de la moyenne volumique. Ces
termes sont regroupe´s et donnent lieu a` une production effective de sous-filtre
dans chacune des e´quations.
En remarquant que pour un e´coulement comple`tement de´veloppe´, unidi-
rectionnel et pe´riodique a` l’e´chelle macroscopique, les termes de cisaillement
macroscopique et de de´veloppement dans l’espace (∂〈·〉
∂xi
) s’annulent, l’e´quation
d’e´volution de l’e´nergie cine´tique turbulente macroscopique et l’e´quation du
taux de dissipation macroscopique se simplifient grandement. En effet, cha-
cune de ces e´quations s’e´crivent formellement,
Production effective de sous filtre = dissipation (4.1)
Les termes de production effective de sous filtre sont e´value´s en re´alisant une
simulation microscopique (re´solution des e´quations RANS et de la turbulence
avec le mode`le a` deux e´quations k− ) a` l’inte´rieur d’un volume repre´sentatif
(VER) du milieu conside´re´. En effet, en inte´grant l’e´nergie cine´tique turbu-
lente et le taux de dissipation turbulente a` l’inte´rieur du VER (respectivement
〈k〉∞ et 〈〉∞) et en utilisant l’e´galite´ (4.1), les termes de production effective
de sous-filtre s’e´crivent,
(Production effective de sous-filtre)k = 〈〉∞ (4.2)
(Production effective sous-filtre) = C2
〈〉2∞
〈k〉∞ (4.3)
Des corre´lations peuvent ensuite eˆtre de´rive´es a` partir de simulations micro-
scopiques a` l’inte´rieur du VER,
〈k〉∞ = 3.71− φ0
φ
1/2
0
U2s (4.4)
〈〉∞ = 39
dp
(1− φ0)5/2φ20U3s (4.5)
avec Us la vitesse superficielle, φ0 la porosite´ et dp la taille de la particule
solide. Il faut cependant noter que les corre´lations ne sont valides que pour la
forme ge´ome´trique des particules solides conside´re´e dans cette e´tude (figure
2.3).
4.2.2 Mode`le de Teruel et al.[82, 83, 84, 85]
Teruel propose de ne plus distinguer les fluctuations temporelles des fluc-
tuations spatiales mais de conside´rer des fluctuations spatio-temporelles qui
seraient la diffe´rence entre la quantite´ instantane´e et sa moyenne spatio-
temporelle.
ψ(r, t) = ψ¯(x, t) + ψ
′′
(r,x, t) (4.6)
avec
ψ¯(x, t) =
1
∆t
∫
∆t
[ 1
Vf
∫
Vf
ψdV
]
dτ =
1
Vf
∫
Vf
[ 1
∆t
∫
∆t
ψdτ
]
dV (4.7)
et
¯
ψ
′′
(r,x, t) ∼= 0, ¯¯ψ(x, t) ∼= ψ¯(x, t) (4.8)
Une telle formulation permet de prendre en compte l’ensemble des fluctua-
tions ge´ne´re´es par l’application des diffe´rents ope´rateurs (moyenne temporelle
et moyenne volumique) tout en se pre´servant de ne faire apparaitre aucuns
terme volumiques supple´mentaires contenant des moments d’ordre deux ou
plus dans les e´quations de Navier-Stokes macroscopiques et les e´quations
d’e´volution de l’e´nergie cine´tique turbulente macroscopique et du taux de dis-
sipation macroscopique. Seuls des termes surfaciques additionnels de´crivant
l’action de la phase solide sur la phase fluide apparaissent. Ceci a l’avantage
de conserver la forme bien connue des e´quations qui re´gissent les e´coulements
turbulents en milieu libre augmente´ d’un terme de production effective qui
de´crit l’influence de la matrice solide.
Ce faisant l’e´nergie cine´tique turbulente macroscopique est de´finie de la
fac¸on suivante,
kTeruel =
u
′′
ju
′′
j
2
(4.9)
On s’aperc¸oit ainsi que cette e´nergie cine´tique contient deux me´canismes phy-
siques de nature diffe´rente a` savoir l’e´nergie cine´tique turbulente macrosco-
pique qui est la moyenne volumique de l’e´nergie cine´tique turbulente RANS
et une e´nergie cine´tique dispersive qui quantifie l’intensite´ des fluctuations
spatiales engendre´es par la matrice solide [86].
kTeruel =
〈u′ju′j〉i
2
+
〈δu¯jδu¯j〉i
2
= 〈kRANS〉i + 〈δu¯jδu¯j〉
i
2
(4.10)
Le taux de dissipation macroscopique est de´finie avec la meˆme philoso-
phie,
Teruel = ν
∂u
′′
j
∂xj
∂u
′′
j
∂xj
= 〈RANS〉i + ν〈∂δu¯j
∂xj
∂δu¯j
∂xj
〉i
(4.11)
Avec ces nouvelles de´finitions, le syste`me d’e´quations du mode`le macro-
scopique s’e´crit,
∂ui
∂xi
= 0 (4.12)
Dui
Dt
= −1
ρ
∂(p+ 2δij/3kTeruel)
∂xi
+
∂
∂xj
[
(ν + νT )
∂ui
∂xj
]
+Ri (4.13)
DkTeruel
Dt
= −u′′i u′′j
∂ui
∂xj
+
∂
∂xj
[
(ν +
νT
σk
)
∂kTeruel
∂xj
]− Teruel − uiRi (4.14)
DTeruel
Dt
= −C1 Teruel
kTeruel
u
′′
i u
′′
j
∂ui
∂xj
+
∂
∂xj
[
(ν +
νT
σ
)
∂Teruel
∂xj
]
−C2 
2
Teruel
kTeruel
+ f(φ,K)
Teruel
√
uiui√
K
(4.15)
avec
Ri = − 1
ρ∆tVf
∫
∆t
dτ
∫
Ai
nipdS +
ν
∆tVf
∫
∆t
dτ
∫
Ai
nj
∂ui
∂xj
dS (4.16)
= −φν
K
ui − φ
2F√
K
ui
√
uiui (4.17)
et,
u′′ju
′′
i = −νT [
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
] +
2kTeruel
3
δij, νT = Cµ
k2Teruel
Teruel
(4.18)
ou` K la perme´abilite´, F la constante de Forchheimer et f(φ,K) sont de´pendant
de la morphologie du milieu poreux conside´re´. Pour la ge´ome´trie conside´re´e
par Teruel et al., a` savoir une range´e infinie de baˆtons de forme carre´ (figure
2.3), ces parame`tres prennent la forme suivante
K =
φ3
120(1− φ)H
2 (4.19)
F =
1√
30φ3/2
(4.20)
f = 0.303C2φ
1.482 (4.21)
avec H la distance se´parant le centre de deux carre´s successifs dans la direc-
tion orthogonale a` l’e´coulement.
Il est a` noter qu’il existe des e´tudes proposant une e´quation d’e´volution
se´pare´e pour l’e´nergie cine´tique dispersive [87, 88].
4.3 Mode`le 〈K〉 − 〈T 〉
Nous avons identifie´ des moments d’ordre deux (voir e´quation (2.24))
qui repre´sentent des corre´lations temporelles et des corre´lations spatiales en
un point dans les e´quations de Navier-Stokes macroscopiques. Ces fluctua-
tions qui persistent a` l’e´chelle macroscopique confirment la conservation du
caracte`re turbulent de l’e´coulement a` ces e´chelles. Les champs de vitesse ma-
croscopiques sont perturbe´s d’une part par l’e´coulement chaotique re´gnant a`
l’e´chelle du pore et d’autre part par l’aspect chaotique de la distribution des
pores et par des interactions de type e´coulement/matrice solide.
Ces diffe´rentes sources de perturbations, bien que de nature diffe´rentes,
ne sont pas inde´pendantes entre elles. En effet, La matrice solide se pre´sente
sous forme d’obstacles que l’e´coulement doit contourner. Ceci cre´e locale-
ment a` l’e´chelle du pore des zones de recirculation, de cisaillement, de jet,
d’acce´le´ration et de de´ce´le´ration locales venant perturber la dynamique de
la turbulence locale. De plus, la pre´sence de la matrice solide redistribue les
lignes du champ de vitesse RANS faisant ainsi rencontrer et interagir des
lignes de champs lointains. Ainsi ces corre´lations de longue distance donnent
naissance a` de grandes structures (taille des particules ou du tube). Elles
seront d’autant plus importantes que la distribution de la matrice solide est
de´sordonne´e et que le nombre de Reynolds est e´leve´.
Les interfe´rences entre la dynamique pilotant la dispersion et la dyna-
mique pilotant la turbulence semblent ainsi s’effectuer dans les deux sens et
les interactions complexes existant entre ces deux dynamiques excluent la
possibilite´ de traiter ces deux dynamiques de fac¸on se´pare´e et inde´pendante
(voir [87]). De ce fait, l’approche de Teruel et al. consistant a` ne plus dis-
tinguer la dynamique des fluctuations turbulentes de celle des fluctuations
dispersives, mais a` conside´rer des fluctuations au sens ge´ne´ral semble conve-
nir a` notre e´tude. En effet, l’e´nergie cine´tique de´finie par Teruel et al. est une
e´nergie cine´tique totale quantifiant l’e´nergie cine´tique des fluctuations tur-
bulentes et dispersives a` la fois. Elle permet d’e´valuer les fluctuations totales
perturbant le champ moyen macroscopique. Ceci a` l’avantage de toujours
conserver deux e´quations tre`s similaires aux e´quations du mode`le k −  tout
en de´crivant l’e´volution de deux phe´nome`nes physiques de nature diffe´rentes
a` l’e´chelle macroscopique, a` savoir la turbulence et la dispersion. Le but de
l’e´tude e´tant de mode´liser correctement le transport de scalaires passifs a`
travers des lits catalytiques en re´gime turbulent, il n’est pas ne´cessaire dans
un premier temps de chercher a` comprendre et a` mode´liser l’interaction entre
la dynamique turbulente et la dynamique dispersive mais a` quantifier leur ef-
fets (impact total des fluctuations) sur l’e´coulement et le transport a` l’e´chelle
macroscopique.
Afin d’e´tablir l’e´quation d’e´volution de l’e´nergie cine´tique et du taux de
dissipation des fluctuations totales (〈K〉 et 〈T 〉), la strate´gie suivante est
mise en place. La moyenne volumique est applique´e aux e´quations gouvernant
la turbulence a` l’e´chelle du pore obtenant ainsi les e´quations gouvernant la
turbulence a` l’e´chelle macroscopique. L’e´quation gouvernant la dispersion est
ensuite de´rive´e a` l’e´chelle macroscopique en suivant la me´thode de Pinson
[88]. L’e´nergie cine´tique des fluctuations totales et le taux de dissipation
associe´ sont finalement obtenus en sommant la composante turbulente et la
composante dispersive.
4.3.1 E´nergie cine´tique turbulente macroscopique
L’ e´quation gouvernant l’e´nergie de la fluctuation du champ de vitesse a`
l’e´chelle du pore s’e´crit (paragraphe 1.4.2, eq.(1.22)),
∂k
∂t
+∇jkuj = −∇j[
P ′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j] + ν∇2jk − u′iu′j∇jui −  (4.22)
Appliquons a` pre´sent la moyenne volumique a` (4.22) :
〈∂k
∂t
〉v = φ∂〈k〉
i
∂t
(4.23)
〈∇jkuj〉v = ∇j[φ〈ujk〉i] + 1
V
∫
u¯jknjdS︸ ︷︷ ︸
= 0
= ∇j[φ〈uj〉i〈k〉i] +∇j[φ〈δu¯jδk〉i]
(4.24)
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P ′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j]〉v = −∇j
(
φ〈[P
′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j]〉i
)
(4.25)
ν〈∇2jk〉v = ν∇2j [φ〈k〉i] +
ν
V
∫
∇jknjdS (4.26)
En posant u
′
iu
′
j = Rij,
− 〈u′iu′j∇jui〉v = −〈Rij〉i∇j[φ〈u¯i〉i]− φ〈δRij∇jδu¯i〉i (4.27)
− 〈〉v = −φ〈〉i (4.28)
En regroupant les diffe´rents termes on obtient l’e´quation gouvernant l’e´nergie
cine´tique turbulente a` l’e´chelle macroscopique c’est a` dire a` l’e´chelle du milieu
poreux.
φ
∂〈k〉i
∂t
= −∇j[φ〈uj〉i〈k〉i] + ν∇2j [φ〈k〉i]− 〈Rij〉i∇j[φ〈u¯i〉i]
−∇j
(
φ〈[P
′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j]〉i
)
− φ〈〉i
− φ〈δRij∇jδu¯i〉i + ν
V
∫
∇jknjdS −∇j[φ〈δu¯jδk〉i]
(4.29)
On reconnait au second membre respectivement le terme de convection, la
diffusion mole´culaire, le terme de production, la diffusion turbulente et la
dissipation d’e´nergie qui se retrouvent intacts a` l’e´chelle macroscopique. A
cela viennent s’ajouter des termes additionnels de´coulant de l’application de
la moyenne volumique.
4.3.2 Energie cine´tique dispersive
On rappelle la de´finition de l’e´nergie cine´tique dispersive [88],
〈kd〉i = 1
2
〈δu¯jδu¯j〉i (4.30)
Il est tout d’abord inte´ressant de noter que la contribution de l’e´nergie
cine´tique dispersive est plus importante que la contribution de l’e´nergie
cine´tique turbulente (voir figure 4.1). En effet, l’e´valuation de ces diffe´rentes
e´nergies cine´tiques en appliquant la moyenne volumique sur les re´sultats de
simulations 3D nous apprend que l’e´nergie cine´tique dispersive est environ
trois fois plus importante que l’e´nergie cine´tique turbulente pour la configu-
ration d’empilement e´tudie´e. La contribution dispersive repre´sente en effet
plus de la moitie´ de l’e´nergie cine´tique totale pour les types de configura-
tions e´tudie´s. Cette proportion varie avec la taille et la forme des parti-
cules solides ainsi qu’avec la porosite´ moyenne du milieu conside´re´ [83]. La
contribution de la partie dispersive augmente avec le nombre de Reynolds
au de´triment de la partie turbulente comme le souligne la figure 4.2. Cepen-
dant, ces diffe´rentes e´nergies cine´tiques de´croissent lentement avec le nombre
de Reynolds [83, 89]. Ces observations soulignent l’importance de la disper-
sion et justifie la de´rivation d’une e´quation de´crivant sa dynamique.
Figure 4.1 – Profil radial de l’e´nergie cine´tique turbulente macroscopique
〈k〉i et de l’e´nergie cine´tique dispersive 〈kd〉i (Cas 2).
L’incompressibilite´ est une proprie´te´ du fluide qui est conserve´e a` l’e´chelle
Figure 4.2 – E´volution des diffe´rentes e´nergies cine´tiques avec le nombre
de Reynolds (Cas 2). k = 1
R
∫ R
0
dr φ〈k〉
i
U2s
, kd =
1
R
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dr φ〈kd〉
i
U2s
et kT =
1
R
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U2s
.
macroscopique.
∇j(φ〈uj〉i) = 0 (4.31)
Cela implique,
∇jδuj = 0 (4.32)
En retranchant (2.24) a` (1.20), en multipliant ensuite par δui l’expression
obtenue et enfin en prenant la moyenne volumique de l’ensemble il en vient,
0 = −〈δui∇j[〈ui〉iδuj]〉v︸ ︷︷ ︸
I
−〈δui∇j[〈uj〉iδui]〉v︸ ︷︷ ︸
II
−〈δui∇i δP
ρ
〉v︸ ︷︷ ︸
III
+ ν〈δui∇2jδui〉v︸ ︷︷ ︸
IV
−〈δui∇j[δuiδuj]〉v︸ ︷︷ ︸
V
−〈δui∇jδRij〉v︸ ︷︷ ︸
V I
(4.33)
On de´veloppe (4.33) comme suit,
I = −〈δuiδuj∇j〈ui〉i〉v (∇jδuj = 0)
= −φ〈δuiδuj〉i∇j〈ui〉i
= −〈δuiδuj〉i∇j[φ〈ui〉i] + 〈δuiδuj〉i〈ui〉i∇jφ
(4.34)
II = −〈〈uj〉iδui∇jδui〉v + 〈δuiδui〉i〈uj〉i∇jφ (∇j(φ〈uj〉i) = 0)
= −〈uj〉i〈δui∇jδui〉v + 2〈kd〉i〈uj〉i∇jφ
= −〈uj〉i〈∇jkd〉v + 2〈kd〉i〈uj〉i∇jφ (1
2
∇j(δuiδui) = ∇jkd)
= −〈uj〉i∇j[φ〈kd〉i]− 〈uj〉
i
V
∫
δuiδui
2
njdS + 2〈kd〉i〈uj〉i∇jφ
= −〈uj〉i
[
∇j[φ〈kd〉i]− 2〈kd〉i∇jφ+ 〈ui〉
i2
2V
∫
njdS
]
= −〈uj〉i
[
∇j[φ〈kd〉i]−∇jφ[2〈kd〉i + 〈ui〉
i2
2
]
]
(∇jφ = −1
V
∫
njdS)
= −∇j[φ〈uj〉i〈kd〉i] +∇jφ〈uj〉i[3〈kd〉i + 〈ui〉
i2
2
]
(4.35)
III = −1
ρ
〈∇i[δuiδP ]− δP∇iδui〉v
= −1
ρ
〈∇i[δuiδP ]〉v (∇jδuj = 0)
= −1
ρ
[∇i[φ〈δuiδP 〉i] + 1
V
∫
δuiδPnidS]
= −1
ρ
[∇i[φ〈δuiδP 〉i]− 〈ui〉
i
V
∫
δPnidS]
(4.36)
IV = ν〈∇j(δui∇jδui)−∇jδui∇jδui〉v
= ν〈∇2jkd〉v − φ〈d〉i (〈d〉i = ν〈∇jδui∇jδui〉i)
= ν∇j〈∇jkd〉v − φ〈d〉i + ν
V
∫
∇jkdnjdS
= ν∇2j [φ〈kd〉i]− φ〈d〉i
+
ν
V
∇j[
∫
δuiδui
2
njdS]− ν〈ui〉
i
V
∫
∇jδuinjdS
= ν∇2j [φ〈kd〉i]− φ〈d〉i − ν∇j[∇jφ
〈ui〉i2
2
]− ν〈ui〉
i
V
∫
∇jδuinjdS
(4.37)
V = −〈∇j(δuiδuiδuj)− δuiδuj∇jδui〉v
= −∇j[φ〈δuiδuiδuj〉i] + φ〈δuiδuj∇jδui〉i − 1
V
∫
δuiδuiδujnjdS
= φ〈δuiδuj∇jδui〉i −∇j[φ〈δuiδuiδuj〉i]−∇jφ[〈ui〉i2〈uj〉i]
(4.38)
V I = −〈∇j(δuiδRij)− δRij∇jδui〉v
= φ〈δRij∇jδui〉i −∇j[φ〈δuiδRij〉i]− 1
V
∫
δuiδRijnjdS
= φ〈δRij∇jδui〉i −∇j[φ〈δuiδRij〉i] + 〈ui〉i〈Rij〉i∇jφ
(4.39)
En rassemblant tous les termes on obtient finalement l’e´quation gouver-
nant l’e´nergie cine´tique dispersive 〈kd〉i,
0 = −∇j[φ〈uj〉i〈kd〉i]︸ ︷︷ ︸
I
−1
ρ
∇i[φ〈δuiδP 〉i]−∇j[φ〈δuiδuiδuj〉i]︸ ︷︷ ︸
II
+ ν∇2j [φ〈kd〉i]︸ ︷︷ ︸
III
−φ〈d〉i︸ ︷︷ ︸
IV
−〈δuiδuj〉i∇j[φ〈ui〉i]︸ ︷︷ ︸
V
+
〈ui〉i
ρV
∫
δPnidS
− ν〈ui〉
i
V
∫
∇jδuinjdS + 〈uj〉i∇jφ[3〈kd〉i − 〈ui〉
i2
2
]
− ν∇j[∇jφ〈ui〉
i2
2
] + φ〈δuiδuj∇jδui〉i + φ〈δRij∇jδui〉i
−∇j[φ〈δuiδRij〉i] + [〈Rij〉i + 〈δuiδuj〉i]〈ui〉i∇jφ
(4.40)
On peut reconnaˆıtre au second membre respectivement le terme de convection
(I), les deux termes de diffusion dispersive (II), la diffusion mole´culaire (III),
la dissipation (IV) et le terme de production (V) qui sont e´quivalents a` ceux
de l’e´quation (1.22). Les autres termes pre´sents dans l’e´quation sont issus de
l’application de la moyenne volumique et de l’anisotropie du milieu conside´re´.
4.3.3 Energie cine´tique totale
On appelle e´nergie cine´tique totale la somme entre l’e´nergie cine´tique tur-
bulente et l’e´nergie cine´tique dispersive. Cela revient a` ne plus distinguer les
fluctuations spatiales δui des fluctuations temporelles u
′
i a` l’e´chelle macro-
scopique. L’e´nergie cine´tique totale quantifie ainsi l’e´nergie de l’ensemble des
fluctuations a` 〈ui〉i.
〈K〉i = 〈k〉i + 〈kd〉i (4.41)
L’e´quation la gouvernant en re´gime permanent s’obtient en additionnant
(4.29) et (4.40),
0 = −∇j[φ〈uj〉i〈K〉i]︸ ︷︷ ︸
I
+ ν∇2j [φ〈K〉i]︸ ︷︷ ︸
II
−φ[〈Rij〉i + 〈δuiδuj〉i]∇j〈u¯i〉i︸ ︷︷ ︸
III
−∇j
(
φ[〈P
′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j〉i +
1
ρ
〈δujδP 〉i + 〈δuiδuiδuj〉i]
)
︸ ︷︷ ︸
IV
−φ〈〉i − φ〈d〉i︸ ︷︷ ︸
V
−∇j[φ〈δu¯jδk〉i] + ν
V
∫
∇jknjdS + 〈uj〉i∇jφ[3〈kd〉i − 〈ui〉
i2
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]
+
〈ui〉i
ρV
∫
δPnidS − ν〈ui〉
i
V
∫
∇jδuinjdS
−∇j[φ〈δuiδRij〉i]− ν∇j[∇jφ〈ui〉
i2
2
] + φ〈δuiδuj∇jδui〉i
(4.42)
On retrouve au second membre respectivement le terme de convection (I), la
diffusion mole´culaire (II), le terme de production (III), la diffusion dynamique
(turbulente et dispersive) (IV) et les termes de destruction (V). Les autres
termes pre´sents de´coulent de l’application de la moyenne volumique et de
l’anisotropie du milieu poreux.
4.3.4 Le taux de dissipation turbulente macroscopique
On applique la moyenne volumique a` l’e´quation gouvernant la dissipation
a` l’e´chelle du pore afin de de´river son e´quivalent a` l’e´chelle macroscopique.
0 = 〈−∇j(uj) +∇j[(ν + νt
σ
)∇j]− C1Rij(∇jui) 
k
− C2 
2
k
〉v (4.43)
On de´veloppe chaque terme,
−〈∇j(uj)〉v = −∇j(φ〈〉i〈uj〉i)−∇j(φ〈δδuj〉i)− 1
V
∫
ujnjdS︸ ︷︷ ︸
= 0
= −∇j(φ〈〉i〈uj〉i)−∇j(φ〈δδuj〉i)
(4.44)
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+
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+
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∫
δnjdS + φ〈δνt∇jδ〉i]
= ν∇2j(φ〈〉i) +∇j
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V
∫
njdS
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+
1
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ν(∇j)njdS
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1
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∇j[〈νt〉i∇j(φ〈〉i) + 〈νt〉
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V
∫
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(4.45)
〈−C1Rij(∇jui) 
k
〉v = −C1〈
(
〈Rij〉i∇j〈ui〉i + δRij∇j〈ui〉i + 〈Rij〉i∇jδui
+ δRij∇jδui
)(〈〉i + δ)
k
〉v
= −C1φ〈k〉i
(
〈Rij〉i(∇j〈ui〉i)〈〉i + 〈Rij〉i〈〉i〈ui〉i∇jφ
φ
+ 〈δRij∇jδui〉i〈〉i
+ 〈δδRij〉i∇j〈ui〉i + 〈Rij〉i〈δ(∇jδui)〉i + 〈δRijδ(∇jδui)〉i
)
(4.46)
〈−C2 
2
k
〉v = −C2φ〈k〉i [〈〉
i2 + 〈δδ〉i] (4.47)
En rassemblant les diffe´rents termes, on obtient l’e´quation d’e´volution du
taux de dissipation turbulente macroscopique,
0 = −∇j(φ〈〉i〈uj〉i)︸ ︷︷ ︸
I
+∇j[
(
ν +
〈νt〉i
σ
)
∇j(φ〈〉i)]︸ ︷︷ ︸
II
− C1〈k〉i 〈Rij〉
i∇j(φ〈ui〉i)〈〉i︸ ︷︷ ︸
III
−C2φ〈k〉i 〈〉
i2︸ ︷︷ ︸
IV
−∇j(φ〈δδuj〉i) +∇j
((ν + 〈νt〉i/σ)
V
∫
njdS
)
+
1
V
∫
ν(∇j)njdS + 1
σ
∇j(φ〈δνt∇jδ〉i)− C1φ〈k〉i
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〈δRij∇jδui〉i〈〉i
+ 〈δδRij〉i∇j〈ui〉i + 〈Rij〉i〈δ(∇jδui)〉i + 〈δRijδ(∇jδui)〉i
)
− C2〈k〉iφ〈δδ〉
i
(4.48)
On reconnait et on retrouve au second membre les termes e´quivalents
a` l’e´chelle macroscopique de la convection (I), la diffusion mole´culaire et la
diffusion turbulente du taux de dissipation (II), le terme de production (III)
et le terme de destruction (IV). Les termes restants qui sont des termes
surfaciques et des termes contenant des moments d’ordre deux ne´cessitent
une mode´lisation.
4.3.5 Le taux de dissipation dispersive
Le taux de dissipation dispersive est de´fini comme suit,
〈d〉i = ν〈∂δu¯j
∂xj
∂δu¯j
∂xj
〉i (4.49)
Il est possible de reconstruire cette quantite´ en appliquant la moyenne volu-
mique sur les donne´es de simulations microscopiques 3D (voir chapitre 2). En
comparant cette quantite´ au taux de dissipation turbulente macroscopique
〈〉i (figure 4.3), on en de´duit que cette quantite´ est ne´gligeable en tout point
r. Ce faisant, il n’est pas utile de de´finir une e´quation d’e´volution pour cette
quantite´. De ce fait, le taux de dissipation total devient 〈T 〉i ≈ 〈〉i.
Figure 4.3 – Profil radial du taux de dissipation turbulente macroscopique
〈〉i et du taux de dissipation dispersive 〈d〉i (Cas 2).
4.3.6 Relations de fermeture
A l’e´chelle macroscopique seules les quantite´s superficielles (ψ)s = φ〈ψ¯〉i
ont un sens physique. Aussi, les e´quations macroscopiques seront de´rive´es
pour des quantite´s superficielles. Le syste`me que l’on e´tudie e´tant conside´re´
axisyme´trique, nous nous plac¸ons dans le repe`re cylindrique. L’objectif ici
est de capturer la dynamique de l’e´coulement dans la direction radiale afin
de s’en servir pour e´tudier les transferts thermiques depuis la paroi vers
l’inte´rieur du lit catalytique.
Fermeture des e´quations de Navier-Stokes macroscopiques
Afin de mode´liser les moments d’ordre deux et les termes surfaciques
apparaissant dans les e´quations macroscopiques, nous adoptons la strate´gie
propose´e par Teruel et al.[82] consistant a` ne pas faire la distinction entre
les corre´lations spatiales et temporelles d’ordre deux. Elle doit cependant
eˆtre adapte´e aux e´coulements a` travers des lits catalytiques confine´s dans
un tube. Pour ce faire, nous re´alisons des simulations RANS 3D a` l’inte´rieur
de ces syste`mes en imposant des conditions de pe´riodicite´ dans la direction
axiale afin d’e´liminer les de´veloppements dans cette direction et isoler les
de´veloppements dans la direction radiale.
A partir de la base de donne´es ge´ne´re´e, le profil radial de 〈uz〉i et 〈ur〉i
peuvent eˆtre reconstruits. On montre ainsi que la vitesse moyenne radiale est
tre`s proche de ze´ro (voir la figure 4.4).
〈ur〉i ≈ 0 (4.50)
L’e´quation de continuite´ a` l’e´chelle macroscopique s’e´crit alors,
∇z[(uz)s] = 0 (4.51)
En re´crivant (2.24) en coordonne´es cylindriques et imposant par le choix
d’une condition de pe´riodicite´, la nullite´ des gradients macroscopiques dans
la direction axiale (∂〈·〉
i
∂z
= 0) on obtient,
0 = −ρ
r
∇r[rφ〈ur〉i〈uz〉i]−∇z[φ〈P 〉i]− ρ
r
∇r[rφ〈Rzr〉i + rφ〈δurδuz〉i]
+ µ
1
r
∇r[r∇r(φ〈uz〉i)] + µ
V
∫
∇iuznidS − 1
V
∫
PnzdS
(4.52)
avec i = z, r. En utilisant (4.50) on en de´duit,−ρ
r
∇r[rφ〈uz〉i〈ur〉i] = 0
Le mode`le de Teruel et al. est adapte´ afin que celui-ci puisse reproduire
aussi fide`lement que possible le profil radial du tenseur des contraintes tur-
bulentes et dispersives −φ(r)[〈Rzr〉i(r) + 〈δurδuz〉i(r)] obtenu a` partir de la
base de donne´es ge´ne´re´e par les simulations effectue´es a` l’e´chelle microsco-
pique (e´chelle du pore).
− φ[〈Rzr〉i + 〈δurδuz〉i] = (νT )s∇r(uz)s (4.53)
avec,
(νT )s = 0.09
(K)2s
()s
×
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)Cm1
φ
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)Cm2
φ
] (4.54)
Sur la figure 4.5, on observe que le mode`le de´rive´ permet de capturer
correctement le comportement radial des moments d’ordre deux apparaissant
dans (4.52). Ainsi, il est montre´ que le concept de viscosite´ turbulente (
l’hypothe`se de Boussinesq) peut eˆtre ge´ne´ralise´ en incorporant la dispersion
me´canique : le tenseur des contraintes totales (turbulentes et dispersives) est
proportionnel au tenseur des de´formations.
Cependant, il faut noter qu’une zone proche paroi doit eˆtre distingue´e de
la zone inte´rieure. En effet, pour la configuration ge´ome´trique e´tudie´e (Cas
2), Cm1 6= Cm2 (Cm1 = 0.167 et Cm2 = 0.1). Ces coefficients (< 1) ont pour
roˆle de limiter la diffusion turbulente et dispersive dans la direction radiale.
La zone proche paroi d’une e´paisseur e´gale a` un demi-diame`tre de particule et
dans la quelle la vitesse axiale augmente brutalement jusqu’a` la paroi (figure
4.4) semble particulie`rement s’opposer a` la diffusion turbulente et dispersive.
On remarque ainsi que cette zone caracte´rise´e par un fort amortissement de
la diffusion radiale est aussi sujette a` un effet de canalisation e´leve´ qui a pour
tendance a` orienter les transferts de quantite´ de mouvement dans la direction
de l’ e´coulement au de´triment des transferts dans les autres directions. La
zone inte´rieure est aussi sujette a` des effets de canalisation comme atteste
les diffe´rents maximums locaux que l’on peut observer sur le profil radial de
la vitesse axiale (figure 4.4), mais ces effets sont peu prononce´s compare´s a`
la zone proche paroi. Les coefficients Cm1 et Cm2 restent cohe´rents avec ces
observations.
En utilisant la meˆme proce´dure, les termes de surface sont mode´lise´s par
une loi d’Ergun [6] modifie´e,
µ
V
∫
∇iuznidS − 1
V
∫
PnzdS = −
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF1
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF2
]
× ρ(1− φ)
0.1
dpφ3
(uz)
2
s
(4.55)
avec CF1 = 0.255 et CF2 = 0.312 pour la configuration conside´re´e (Cas 2).
On remarque de nouveau que la zone proche paroi se distingue de la zone
inte´rieure par une re´sistance a` l’ e´coulement moins importante (voir la figure
4.6).
Figure 4.4 – Profil radial de la vitesse axiale 〈u¯z〉i et de la vitesse radiale
〈u¯r〉i a` Rep ≈ 7800 (Cas 2).
L’e´quation de conservation du moment a` l’e´chelle macroscopique s’e´crit
finalement,
0 = −∇z(P )s + 1
r
∇r[r
{
µ+ ρ(νT )s
}
∇r(uz)s]− h(φ, dp)(uz)2s (4.56)
Figure 4.5 – Profil radial des termes d’ordre deux se trouvant a` gauche de
l’e´galite´ dans l’e´quation (4.53) (Ref) et le mode`le de fermeture se trouvant a`
droite (Mod) pour la configuration Cas 2 a` Rep ≈ 7800.
avec
h(φ, dp) = ρ
(1− φ)0.1
dpφ3
×
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF1
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF2
] (4.57)
L’e´quation (4.56) est tre`s similaire a` l’e´quation de Brinkman modifie´e par
Vortmeyer et al.[90] en incluant les termes d’inertie,
∂P
∂z
= −f1uz − f2u2z +
µeff
r
∂
∂r
(
r
∂uz
∂r
)
(4.58)
Des expressions de µeff ont e´te´ formule´es par diffe´rents auteurs. On peut
citer par exemple [91] qui propose l’expression suivante
µeff = aµ exp(bRep) (4.59)
Figure 4.6 – Profil radial des termes surfaciques (Ref) et le mode`le donne´
par (4.55) (Mod) pour la configuration Cas 2 a` Rep ≈ 7800.
avec a = 2.0 et b = 0.0035 pour des sphe`res. Giese et al. montrent ainsi que
la viscosite´ effective croˆıt avec le nombre de Reynolds. En prenant diffe´rentes
valeurs de µeff , ils montrent aussi qu’en diminuant la valeur de la viscosite´
effective, on peut accentuer le pic de vitesse observe´ a` la paroi sur le profil
radial de la vitesse axiale. Ce faisant, ils de´montrent le lien existant entre
l’amortissement de la viscosite´ effective radiale et l’accentuation de l’effet
de canalisation proche paroi. Bey et al. [11] assumant ce lien, propose la
corre´lation suivante qui lui permet de retrouver le maximum de la vitesse,
mesure´ a` la paroi,
µeff = µ[1 +Re
n
p (b1 + b2
dt
dp
)] (4.60)
avec n = 2, b1 = 2× 10−5 ,b2 = 7× 10−6 pour des empilements de particules
sphe´riques. D’autres exprimant le profil de la vitesse dans la zone proche
paroi comme une fonction de la viscosite´ effective [92] proposent pour les
empilements de sphe`res une corre´lation du profil radial de cette viscosite´
dans la zone proche paroi (e´paisseur 5dp) qui s’e´crit,
µeff = µRep[E(
dt
dp
) exp(r?F (
dt
dp
))]× [cos(ωr?) +G] (4.61)
avec,
E(
dt
dp
) = 3.419− 0.148dt
dp
+ 0.011(
dt
dp
)2 (4.62)
F (
dt
dp
) = −0.668 + 0.048dt
dp
+ 0.004(
dt
dp
)2 (4.63)
G = 0.45, ω = 2.055pi et r? = (R− r)/dp.
La diffe´rence majeure entre ces e´tudes et celle mene´e ici se porte sur la
de´rivation de la viscosite´ effective. En effet, cette viscosite´ est ici de´rive´e a`
partir des e´quations fondamentales gouvernant la dynamique de l’ensemble
des fluctuations (turbulentes et dispersives) de l’e´coulement permettant d’une
part de mettre en lumie`re les diffe´rentes contributions physiques et d’autre
part de s’affranchir en partie du caracte`re empirique et arbitraire des mode`les
existants. De plus, le mode`le propose´ est un mode`le local qui permet d’e´valuer
l’intensite´ du transfert des moments a` chaque position radiale a` partir de la
dynamique locale. Le mode`le est de plus cohe´rent avec les tendances pre´dites
par les diffe´rents mode`les empiriques. En effet, la viscosite´ effective propose´e
dans cette e´tude, e´tant relie´e directement aux quantite´s turbulentes, croˆıt
par exemple avec le nombre de Reynolds comme souligne´ par les mode`les
empiriques cite´s ci-dessus.
Fermeture de l’e´quation de l’e´nergie cine´tique totale
En prenant en conside´ration que 〈ur〉i ≈ 0 et 〈d〉i ≈ 0, l’e´quation (4.42)
se re´e´crit en coordonne´es cylindriques sans les termes de de´veloppement dans
la direction axiale (∂〈·〉
i
∂z
= 0) sous la forme,
0 =
1
r
∇r(rν∇r[φ〈K〉i])− φ[〈Rzr〉i + 〈δuzδur〉i]∇r〈u¯z〉i
− 1
r
∇r
(
rφ[〈P
′u′r
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
r〉i −
1
ρ
〈δurδP 〉i − 〈δuiδuiδur〉i]
)
− φ〈〉i
− 1
r
∇r[rφ〈δu¯rδk〉i] + ν
V
∫
∇iknidS
+
〈uz〉i
ρV
∫
δPnzdS − ν〈uz〉
i
V
∫
∇iδuznidS
− 1
r
∇r[rφ〈δuiδRir〉i]− ν 1
r
∇r[r∇rφ〈uz〉
i2
2
] + φ〈δuiδuj∇jδui〉i
(4.64)
avec i, j = z, r, θ.
le terme de production est re´e´crit suivant,
− φ[〈Rir〉i + 〈δuiδur〉i]∇r〈u¯i〉i = −φ[〈Rzr〉i + 〈δuzδur〉i]∇r[φ〈u¯z〉i]
− φ[〈Rzr〉i + 〈δuzδur〉i]×
[1− φ
φ
∇r[φ〈u¯z〉i]− ∇rφ
φ
〈u¯z〉i
]
= (νT )s
[
∇r(uz)s
]2
+ (νT )s
[
∇r(uz)s
]
×
[1− φ
φ
∇r(uz)s − ∇rφ
φ2
(uz)s
]
(4.65)
En regroupant les diffe´rents termes de flux on obtient,
−
(
φ[〈P
′u′r
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
r〉i −
1
ρ
〈δurδP 〉i − 〈δuiδuiδur〉i + 〈δu¯rδk〉i + 〈δuiδRir〉i]
+ ν∇rφ〈uz〉
i2
2
)
=
(νT )s
σK
[
∇r(K)s
]
(4.66)
avec σK le nombre de Prandtl turbulent macroscopique a` de´terminer.
Les termes restants sont regroupe´s sous forme de production effective.
ν
V
∫
∇iknidS + 〈uz〉
i
ρV
∫
δPnzdS − ν〈uz〉
i
V
∫
∇iδuznidS + φ〈δuiδuj∇jδui〉i
+ (νT )s
[
∇r(uz)s
]
×
[1− φ
φ
∇r(uz)s − ∇rφ
φ2
(uz)s
]
= f(φ)(uz)
3
s
(4.67)
avec f(φ) une fonction de la porosite´ a` de´terminer. L’e´quation macroscopique
de l’e´nergie cine´tique totale s’e´crit finalement comme suit sous sa forme su-
perficielle,
0 =
1
r
∇r[r
(
ν +
(νT )s
σK
)
∇r(K)s] + (νT )s
[
∇r(uz)s
]2
+ f(φ)(uz)
3
s − ()s
(4.68)
Fermeture de l’e´quation du taux de dissipation macroscopique
On suit la meˆme proce´dure que celle utilise´e pour de´river l’e´quation ma-
croscopique de l’e´nergie cine´tique totale. Le terme de convection et les termes
de de´veloppement dans la direction axiale s’e´vanouissent et l’e´quation (4.48)
s’e´crit alors en coordonne´es cylindriques,
0 =
1
r
∇r[r
(
ν +
〈νt〉i
σ
)
∇r(φ〈〉i)]− C1〈k〉i 〈Rzr〉
i∇r(φ〈uz〉i)〈〉i − C2φ〈k〉i 〈〉
i2
− 1
r
∇r[rφ〈δδur〉i] + 1
r
∇r
(
r
(ν + 〈νt〉i/σ)
V
∫
nrdS
)
+
1
V
∫
ν(∇i)nidS
+
1
rσ
∇r[rφ〈δνt∇rδ〉i]− C1φ〈k〉i
(
〈δRij∇iδuj〉i〈〉i + 〈δδRzr〉i∇r〈uz〉i
+ 〈Rij〉i〈δ(∇jδui +∇iδuj)〉i + 〈δRijδ∇jδui〉i
)
− C2〈k〉iφ〈δδ〉
i
(4.69)
avec i, j = z, r, θ. On re´e´crit le terme de production comme suit,
− C1〈k〉i 〈Rzr〉
i∇r(φ〈uz〉i)〈〉i ≈ −φ[〈Rzr〉i + 〈δuzδur〉i]∇r[φ〈u¯z〉i] C1〈K〉i 〈〉
i
+ φ〈δuzδur〉i∇r[φ〈u¯z〉i] C1〈K〉i 〈〉
i
(4.70)
On regroupe ensuite les termes de flux,(〈νt〉i
σ
∇r(φ〈〉i)− φ〈δδur〉i + (ν + 〈νt〉
i/σ)
V
∫
nrdS
+
1
σ
φ〈δνt∇rδ〉i
)
=
(νT )s
σK
[
∇r()s
] (4.71)
avec σK le nombre de Prandlt associe´ au taux de dissipation macroscopique.
Le terme de destruction devient,
−C2φ〈k〉i 〈〉
i2 − C2〈k〉iφ〈δδ〉
i ≈ −C2 ()
2
s
(K)s
(4.72)
Les termes restants sont finalement regroupe´s en tant que production
effective additionnelle,
1
V
∫
ν(∇i)nidS − C1φ〈k〉i
(
〈δRij∇iδuj〉i〈〉i + 〈δδRir〉i∇r〈ui〉i
+ 〈Rjr〉i〈δ(∇jδui +∇iδuj)〉i + 〈δRijδ∇jδui〉i
)
+ φ〈δuzδur〉i∇r[φ〈u¯z〉i] C1〈K〉i 〈〉
i = g(φ, dp)(uz)
4
s
(4.73)
avec g(φ, dp), une fonction de la porosite´ et du diame`tre e´quivalent des par-
ticules a` de´terminer.
L’e´quation macroscopique du taux de dissipation s’e´crit alors sous la
forme superficielle,
0 =
1
r
∇r[r
(
ν +
(νT )s
σK
)
∇r()s] + C1 ()s
(K)s
(νT )s
[
∇r(uz)s
]2
+ g(φ, dp)(uz)
4
s − C2
()2s
(K)s
(4.74)
avec C1 et C2 des coefficients du mode`le a` de´terminer.
4.4 Validation du mode`le macroscopique
Dans la suite, les quantite´s obtenues en re´solvant le mode`le macroscopique
auront un aste´risque (ψ)∗s, ce qui les distinguera des quantite´s macroscopiques
obtenues en appliquant la moyenne volumique sur les donne´es de simulations
re´alise´es a` l’e´chelle du pore (e´chelle microscopique).
4.4.1 Mode`le macroscopique
Les e´quations axisyme´triques re´solues a` l’e´chelle macroscopiques sont rap-
pele´es ci-dessous,
ρ∇z[(uz)∗s] = 0 (4.75)
0 = −∇z(P )∗s +
1
r
∇r[r
{
µ+ ρ(νT )
∗
s
}
∇r(uz)∗s]− h(φ∗, dp)(uz)∗2s (4.76)
avec,
(νT )
∗
s = 0.09
(K)∗2s
()∗s
×
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)Cm1
φ∗
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)Cm2
φ∗
] (4.77)
0 =
1
r
∇r[rρ
(
ν +
(νT )
∗
s
σK
)
∇r(K)∗s] + ρ(νT )∗s
[
∇r(uz)∗s
]2
+ f(φ∗)(uz)∗3s − ρ()∗s
(4.78)
0 =
1
r
∇r[rρ
(
ν +
(νT )
∗
s
σK
)
∇r()∗s] + ρC1
()∗s
(K)∗s
(νT )
∗
s
[
∇r(uz)∗s
]2
+ g(φ∗, dp)(uz)∗4s − ρC2
()∗2s
(K)∗s
(4.79)
Une expression analytique du profil radial de la porosite´ repre´sentant le
syste`me Cas 2 s’e´crit (figure 4.7),
φ∗(r?) =

1 si r? = 0
0.465[1 + 1.1 exp(−48r?2)] + 0.16 exp(−0.2r?2)×
sin(2.46pir?) sinon
(4.80)
avec r? = (R− r)/dp.
Les fonctions et les coefficients du mode`le macroscopique sont ensuite
ajuste´s afin d’obtenir une meilleure concordance des profils radiaux obtenus
via le mode`le macroscopique avec les profils radiaux provenant des donne´es
de simulations re´alise´es a` l’e´chelle du pore et moyenne´es dans des VERs
approprie´s. Il en vient,
h(φ∗, dp) = ρ
(1− φ∗)0.1
dpφ∗5
×
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF1(Rep)
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF2(Rep)
]
(4.81)
Figure 4.7 – Profil de porosite´ radiale macroscopique (φ∗) et microscopique
(φ) repre´sentatif du syste`me Cas 2.
avec,
CF1(Rep) =
{
0.26Re−0.14p − 0.02 4000 ≤ Rep ≤ 19500
0.046 19500 ≤ Rep ≤ 31000 (4.82)
CF2(Rep) =
{
5.5× 10−6Rep + 0.2 4000 ≤ Rep ≤ 19500
0.1 19500 ≤ Rep ≤ 31000 (4.83)
De meˆme,
f(φ∗) = ρCK1(Rep)
(1− φ∗)
φ∗2
× 1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
+
[
ρCK2(Rep)φ
∗5 + ρCK3(Rep)
(1− φ∗)
φ∗4
exp(−4(r − (R− dp/2))/dp)
]
× 1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
(4.84)
avec,
CK1(Rep) =
{ −0.78Re0.5p + 132 4000 ≤ Rep ≤ 15600
38.41 15600 ≤ Rep ≤ 31000 (4.85)
CK2(Rep) =
{ −8× 10−4Rep + 20 4000 ≤ Rep ≤ 19500
5.6 19500 ≤ Rep ≤ 31000 (4.86)
CK3(Rep) =
{
(5× 10−6Rep)−1 + 12 4000 ≤ Rep ≤ 19500
23.11 19500 ≤ Rep ≤ 31000 (4.87)
Et finalement,
g(φ∗, dp) = ρCE1(Rep)
(1− φ∗)0.5
d2pφ
∗5 ×
1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
+ ρCE2(Rep)
(1− φ∗)0.4
d2pφ
∗8 ×
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
(4.88)
avec,
CE1(Rep) =
{ −0.049Re0.26p + 0.66 4000 ≤ Rep ≤ 15600
0.069 15600 ≤ Rep ≤ 31000 (4.89)
CE2(Rep) =
{
(0.01Rep)
−0.8 4000 ≤ Rep ≤ 19500
0.016 19500 ≤ Rep ≤ 31000 (4.90)
Les diffe´rents coefficients du mode`le mettent une fois de plus en e´vidence
l’existence d’une zone proche paroi dont la dynamique est diffe´rente de la zone
inte´rieure. Notons de plus que les diffe´rents coefficients pre´sente´s ci-dessus
tendent vers des valeurs constantes (figures 4.8 4.9 et 4.10) a` haut nombre
de Reynolds. Cela montre que l’intensite´ des me´canismes ge´ne´rant la traine´e
et les productions sous-filtre se stabilisent. En effet, le de´veloppement des
structures turbulentes avec le nombre de Reynolds est limite´ par la taille des
pores, les contraignant a` se stabiliser. Seule l’intensite´ de ses structures (pro-
portionnelle a` (uz)
2
s, (uz)
3
s ou (uz)
4
s) augmente avec le nombre de Reynolds.
Les autres coefficients du mode`le macroscopique sont constants, Cm1 = 0.444,
Cm2 = 0.05, σK = 1, σK = 1.3, C1 = 1.44, C2 = 1.92. On remarque que
Figure 4.8 – Variation de CF1 et CF1 en fonction du nombre de Reynolds.
Cm1 et Cm2 prennent des valeurs diffe´rentes de celles estime´es par comparai-
son aux donne´es de simulations effectue´es a` l’e´chelle du pore. Ceci met en
lumie`re l’influence des effets 3D ne´glige´s par le mode`le. En effet, nous avons
par exemple ne´glige´ l’influence de la direction angulaire sur l’e´coulement. Or
comme le montre la figure 4.11, la diffusion dispersive dans la direction an-
gulaire est du meˆme ordre de grandeur que la diffusion dispersive dans la
direction radiale. Les effets 3D semblent soutenir l’amortissement de la diffu-
sion radiale dans la zone proche paroi alors qu’ils contribuent a` atte´nuer cet
amortissement dans la zone inte´rieure. De plus, les coefficients Cm1 et Cm2
sont inde´pendants du nombre de Reynolds, ce qui montre que l’amortisse-
ment de la diffusion radiale e´volue proportionnellement a` l’accroissement de
la diffusion avec le nombre de Reynolds.
4.4.2 Validation
La table 4.1 montre que la perte de charge est correctement estime´e par
le mode`le macroscopique. L’estimation est d’autant meilleure que le nombre
de Reynolds est e´leve´. En effet, les termes surfaciques ont e´te´s mode´lise´s par
Figure 4.9 – .Variation de CK1, CK2 et CK3 en fonction du nombre de
Reynolds.
un terme de Forchheimer (∼ u2z) dont la validite´ est d’autant meilleure que
le re´gime est inertiel.
L’e´quation BDF (Brinkman-Darcy-Forchheimer) de´rive´e ici (4.56) per-
met de retrouver correctement le profil radial de la vitesse moyenne obtenu
a` partir de simulations re´alise´es a` l’e´chelle du pore (voir figure 4.12). Le
pic du maximum de la vitesse observe´ a` la paroi est le fruit d’une part de
l’empilement particulier proche paroi caracte´rise´ par une porosite´ tendant
vers 1 avec vigueur (figure 4.7), ce qui re´duit la re´sistance a` l’e´coulement et
d’autre part de l’effet de canalisation proche paroi limitant significativement
les effets diffusifs. Cette re´sistance a` la diffusion est prise en compte dans le
mode`le par les coefficients Cm1 et Cm2. La re´gion inte´rieure est aussi affecte´e
par l’effet de canalisation qui est certes moins violent que celui observe´ dans
la re´gion proche paroi, mais assez important pour eˆtre visualise´ a` l’e´chelle
d’observation. On observe de plus que le profil de la vitesse suit rigoureuse-
ment le profil de la porosite´ : la physique nouvelle apparaissant a` l’e´chelle
macroscopique (l’effet de canalisation et la re´sistance a` la diffusion radiale)
est une conse´quence directe de l’influence de la configuration ge´ome´trique de
Figure 4.10 – Variation de CE1 et CE1 en fonction du nombre de Reynolds.
la matrice poreuse sur la dynamique de l’e´coulement.
L’e´nergie cine´tique totale et le taux de dissipation sont aussi e´value´s avec
satisfaction par le mode`le macroscopique (voir figures 4.13 et 4.14). L’impact
des effets de canalisation est visible sur le profil radial des quantite´s turbu-
lentes. Pour correctement mode´liser l’atte´nuation des flux diffusifs dans la
re´gion inte´rieure, il faut modifier les nombres de Prandtl associe´s a` l’e´nergie
cine´tique turbulente et au taux de dissipation, σK et σK . Ces coefficients (no-
tamment σK (figure 4.14)) sont des fonctions de Rep. Pour ne pas alourdir
le mode`le, les valeurs du mode`le k −  standard sont conserve´es.
Figure 4.11 – Profil radial de la diffusion dispersive radiale (−ρ〈δu¯zδu¯r〉i)
et de la diffusion dispersive angulaire (−ρ〈δu¯zδu¯θ〉i).
Rep ∆P/∆L(Pascal/m) (∆P )
∗/∆L(Pascal/m) Erreur
2 000 -2272.8 -2148.9 5.45 %
4 000 -7841.1 -7582.1 3.30 %
7 800 -26668.3 -26829.5 0.6 %
15 600 -89880.4 -91042.5 1.3 %
19 500 -133767.5 -130105.8 2.7%
23 300 -185831.1 -186726.7 0.5 %
Table 4.1 – E´valuation de la perte de charge. Micro(∆P/∆L) vs Macro
((∆P )∗/∆L)
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 4.12 – Profil radial de la vitesse moyenne en m · s−1, Micro (uz)s vs
Macro (uz)
∗
s.
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 4.13 – Profil radial de l’e´nergie cine´tique totale en m2 · s−2, Micro
(k)s vs Macro (k)
∗
s.
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 4.14 – Profil radial du taux de dissipation en m2 · s−3, Micro ()s vs
Macro ()∗s.
4.5 Conclusion
Le mode`le macroscopique de´crivant la dynamique radiale d’un e´coulement
turbulent dans des lits catalytiques confine´s est valide´ sur les donne´es de si-
mulations 3D re´alise´es a` l’e´chelle du pore. La perte de charge est correctement
e´value´e tout comme le profil radial de la vitesse moyenne. Le pic du maxi-
mum de la vitesse a` la paroi est e´galement capture´ avec succe`s. L’e´nergie
cine´tique turbulente et le taux de dissipation a` l’e´chelle macroscopique sont
aussi estime´s avec pre´cision.
Le mode`le macroscopique incorpore des effets physiques particuliers qui
sont propres a` l’influence de la configuration ge´ome´trique de la matrice po-
reuse sur l’e´coulement. En effet, le me´canisme de la dispersion me´canique est
amplifie´ par le caracte`re ale´atoire de l’empilement des particules ame´liorant
ainsi les flux diffusifs. Cependant, la re´organisation des particules solides
impose´e par la pre´sence de la paroi donne lieu a` des effets de canalisation
limitant la diffusion dans la direction radiale. Pour les rapports dt/dp que
nous conside´rons, l’influence de la paroi est loin d’eˆtre ne´gligeable et l’inten-
site´ des me´canismes de diffusion peut eˆtre e´value´e comme e´tant le fruit de la
compe´tition entre des me´canismes favorables (dispersion, turbulence) et des
me´canismes de´favorables (canalisation) au processus de diffusion. Lorsque
l’influence de la paroi est importante, l’effet de canalisation finit par l’em-
porter sur la dispersion (kT < 1) ce qui est un inconve´nient pour le transport
de scalaire (figure 4.15). Cependant, par le choix de la forme et de la taille
des particules solides, il est possible de conserver des me´canismes de diffusion
importants (figure 4.15).
Figure 4.15 – E´volution de l’e´nergie cine´tique totale kT =
1
R
∫ R
0
dr φ[〈k〉
i+〈kd〉i]
U2s
avec le nombre de Reynolds pour diffe´rentes configurations de la matrice
poreuse (Cas 2 et Cas 3).
Chapitre 5
Mode`le macroscopique du
transport de chaleur dans les
lits catalytiques
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5.1 Introduction
Mode´liser correctement le transport radial de la chaleur a` l’inte´rieur des
tubes catalytiques est un enjeu majeur dans l’industrie du SMR (Steam Me-
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thane Remorming). En effet, une diffe´rence de tempe´rature de 20K sur la
paroi du tube, qui dans les conditions ope´ratoires est a` une tempe´rature d’en-
viron 1000K, re´duit sa dure´e de vie de 10 a` moins de 5 ans. La production
doit eˆtre arreˆte´e et le couˆt du retubage peut avoisiner les 5 − 8 millions de
dollars.
Or on observe dans ces types de syste`me des gradients de tempe´rature
tre`s importants dans la direction radiale, notamment en zone proche paroi.
De plus, cette zone qui contient l’essentiel de la re´sistance thermique est peu
accessible aux techniques expe´rimentales (mesure de la tempe´rature proche
paroi par un thermocouple). Il est ainsi difficile de pre´dire correctement les
transferts thermiques dans cette zone. Des mode`les simplifie´s, tels que les
mode`les a` deux coefficients λr − hw reposant sur une strate´gie qui consiste a`
coller la majeure partie de la re´sistance thermique sur la paroi et a` garder une
tempe´rature relativement plate dans la re´gion inte´rieure (voir Chapitre 3),
ont e´te´ de´veloppe´s durant ces dernie`res de´cennies. Cependant, le manque de
concordance entre les diffe´rentes corre´lations de´rive´es pour ces coefficients,
notamment pour le coefficient de transfert a` la paroi hw met en exergue les
limites de ce type d’approche.
L’introduction re´cente et l’utilisation croissante de la CFD dans ce do-
maine de l’industrie a relance´ des projets de recherche visant a` mieux com-
prendre la physique des e´coulements dans les re´acteurs tubulaires afin d’une
part ame´liorer les approches existantes et d’autre part envisager des ap-
proches alternatives.
Une approche plus re´aliste (et alternative aux mode`les a` deux coefficients)
qui consiste a` se dispenser du coefficient de transfert a` la paroi hw au profit
d’une conductivite´ effective de´pendant de la position radiale λeff (r) a e´te´
propose´e par diffe´rents auteurs [93, 94, 95, 12, 96]. Nous allons dans ce cha-
pitre adopter cette approche pour capturer le transport de la chaleur dans
la direction radiale. Pour ce faire, nous utiliserons pleinement les re´sultats
obtenus au chapitre pre´ce´dent. En effet, la majeure partie de la chaleur e´tant
transporte´e par la dynamique de l’e´coulement, le comportement local de
l’e´coulement ainsi que l’intensite´ locale des me´langes turbulents et dispersifs
jouent un roˆle primordial sur l’efficacite´ de la conductivite´ thermique effective
locale a` chaque position radiale.
5.2 E´tude bibliographique
5.2.1 Mode`les a` deux zones
Bunnell et al, [97] sont parmi les premiers a` obtenir une conductivite´ effec-
tive de´pendant de la position radiale. En partant de l’e´quation diffe´rentielle
de la conservation de l’e´nergie, ils estiment les gradients de tempe´rature en
mesurant la pente des profils de tempe´rature obtenus a` l’aide de thermo-
couples et ce faisant e´valuent la conductivite´ radiale effective. Ils observent
qu’elle de´pend peu de la position radiale dans la re´gion inte´rieure mais chute
brutalement dans la zone proche paroi [98].
C’est a` partir des anne´es 80 que ce type d’approches connait un regain
d’inte´reˆt. Une des approches fut de postuler directement une de´pendance
radiale de la conductivite´ effective. Ahmed et al. [99] proposent par exemple
une de´pendance radiale a` l’aide d’un polynoˆme de degre´s trois depuis le centre
jusqu’a` une distance rm ou` le maximum est atteint puis une de´croissance
line´aire jusqu’a` la paroi. L’e´paisseur de la zone proche paroi est prise e´gale a`
2dp.
D’autres mode`les avec des formes postule´es sont de´veloppe´s en conservant
toutefois l’ide´e qu’il faut se´parer la zone proche paroi de la zone inte´rieure.
Cependant, l’e´paisseur de la zone proche paroi est diffe´rente selon les auteurs.
Gunn et al.[100, 101, 102] par exemple proposent une e´paisseur de la zone
proche paroi e´gale a` 0.25 − 0.3dp qui correspond a` une zone dans laquelle
la porosite´ augmente avec une pente tre`s raide. Dans cette zone, un profil
de tempe´rature avec une de´pendance quadratique de la position radiale est
postule´ alors que la zone inte´rieure est caracte´rise´e par une conductivite´
effective constante. Smirnov et al. [103] introduisent une e´paisseur qui est
une fonction de la porosite´ moyenne φ0, caracte´risant une zone de faible
me´lange, et proposent une de´croissance de la conductivite´ effective line´aire
dans cette zone alors que celle-ci garde une valeur constante dans la re´gion
inte´rieure. Le coefficient de transfert a` la paroi est toutefois conserve´.
L’influence de la structure de la ge´ome´trie de l’empilement et de la dyna-
mique de l’e´coulement a e´te´ e´tudie´e par Borkink et al. [104] dans les mode`les
a` deux zones. De´finissant l’e´paisseur de la zone proche paroi comme un pa-
rame`tre de´pendant du nombre de Reynolds et du rapport entre le diame`tre
du tube et le diame`tre des sphe`res, des valeurs diffe´rentes pour la poro-
site´ et la vitesse sont associe´es a` chaque zone. Il fut remarque´ que dans la
zone proche paroi caracte´rise´e par une porosite´ et une vitesse plus impor-
tante, la conductivite´ effective avait une valeur plus petite montrant ainsi
l’influence particulie`re de la structure de l’empilement et de la dynamique de
l’e´coulement sur le transport de la chaleur.
5.2.2 Mode`les base´s sur la dynamique de l’e´coulement
Cheng et al. [105] propose une loi de paroi qui permet de prendre en
compte l’effet de canalisation proche paroi accentuant la re´sistance ther-
mique. La conductivite´ thermique effective dans un empilement de sphe`res
confine´ entre deux plaques est exprime´e suivant,
λ(y) = λfDTPr ·Rep · u(y) · l(y) (5.1)
avec λf la conductivite´ thermique du fluide, Pr le nombre de Prandtl, Rep le
nombre de Reynolds, DT = 0.25 une constante empirique, u(y) la vitesse de
l’e´coulement adimensionne´e et l(y) une fonction de paroi de´pendant de la dis-
tance a` la paroi. L’ expression de u(y) est de´termine´e en utilisant la me´thode
de de´veloppement asymptotique raccorde´. En effet, le syste`me d’e´quations
de Brinkman adimensionne´ suivant est conside´re´,
∂u
∂x
= 0 v = 0 (5.2)
u
K
= σ2
∂2u
∂y2
+ α (5.3)
avec
σ =
√
d2pφ0
A(1− φ20)H2
(5.4)
α = − 1
µum
√
d2pφ0
A(1− φ20)H2
dP
dx
(5.5)
um =
1
H
∫ H
0
udy (5.6)
ou` φ0 est la porosite´ moyenne, H la demi-e´paisseur et A une constante. La
perme´abilite´ K est exprime´e avec une forme de type exponentielle,
K = 1 + C2 exp(−N2y/γ) (5.7)
avec γ = dp/H. En conside´rant,
σ  γ  1 (5.8)
le syste`me ci-dessus est re´solu dans la re´gion externe avec les variables Y =
y/γ et U = u et dans la re´gion interne avec les variables Yˆ = y/σ et Uˆ = u.
La variable vitesse est ensuite de´veloppe´e en fonction du petit parame`tre
 = σ/γ.
U(y) = U0(Y ) + U1(Y ) +O(
2)
Uˆ(y) = Uˆ0(Yˆ ) + Uˆ1(Yˆ ) +O(
2)
(5.9)
Les proble`mes d’ordre ze´ro et d’ordre 1 sont re´solus dans les deux re´gions et
la solution raccorde´e obtenue s’e´crit,
u(y) =α
{
1 + C2 exp
(−N2 y
γ
)− (1 + C2)× exp [− y
σ
√
1 + C2
]
+
C2N2
4γ
y × [1 + y
σ
√
1 + C2
]× exp [− y
σ
√
1 + C2
]}
+O(2)
(5.10)
La loi de paroi postule´e l(y) s’e´crit quant a` elle,
l(y) =
{ ( y
βdp
)n
0 ≤ y ≤ βdp
1 y ≥ βdp
ou` β = 2.5 et n = 1 sont identifie´s sur des donne´es expe´rimentales.
D’autres tentatives consistant a` inclure une vitesse calcule´e a` partir du
mode`le de Brinkman-Darcy-Forchheimer (BDF) (4.58) [90] et une porosite´
de´pendant de la position radiale dans l’e´quation de transport de la chaleur,
ρCpuz(r)
∂T
∂z
=
1
r
∂
∂r
[
rλ(r, φ(r))
∂T
∂z
]
(5.11)
ont vu le jour [106, 107] montrant de notables ame´liorations sur l’estimation
des profils de tempe´rature[108, 93]. Par exemple, Winterberg et al. [94] intro-
duit dans l’e´quation (5.11) une porosite´ ayant une forme de type exponentielle
et une vitesse calcule´e en re´solvant l’e´quation (4.58) avec la forme de visco-
site´ effective (4.59) propose´e par Giese et al. [91]. La forme de la conductivite´
effective postule´e de [105] est utilise´e et les diffe´rents coefficients du mode`le
de´crivant cette conductivite´ effective sont des parame`tres optimise´s sur des
donne´es expe´rimentales.
λ(r, φ(r)) = λbed +K1,hPrRep
uc
um
f(R− r)λf (5.12)
avec λf la conductivite´ du fluide, λbed la conductivite´ effective sans e´coulement,
R le rayon du tube, uc la vitesse au centre, um la vitesse moyenne et
f(r −R) =
{ ( R−r
K2,hdp
)n
0 ≤ R− r ≤ K2,hdp
1 K2,hdp ≤ R− r ≤ R
avec K2,h = 0.44 + 4 exp(−Rep/70), K1,h = 1/8 et n = 2.
5.3 Mode`le macroscopique de la diffusion ther-
mique
5.3.1 E´tat de l’art
L’e´quation re´gissant le transport turbulent de la chaleur par la phase
fluide dans des lits catalytiques (Cas 2) s’e´crit en coordonne´es cylindriques
et a` l’e´chelle macroscopique,
(ρCp)fφ〈u¯z〉i ∂
∂z
〈T¯ 〉i =− (ρCp)f 1
r
∂
∂r
[
rφ[〈δurδT 〉i + 〈u′rT ′〉i + 〈u¯r〉i〈T¯ 〉i]
]
+
1
r
∂
∂r
r
[
(λfφ)
∂
∂r
〈T¯ 〉i + 1
V
∫
nrλfδT¯fds
]
(5.13)
Le terme de surface et les moments d’ordre deux ne´cessitent une mode´lisation
afin de fermer l’e´quation. Toutefois, le terme de surface appele´ aussi tortuosite´
est ne´gligeable par rapport aux flux thermiques turbulents et dispersifs (figure
5.1).
L’approche de Drouin [109, 110]
L’approche de Drouin consiste a` de´river une e´quation d’e´volution pour la
fluctuation thermique δT¯ dans des milieux stratifie´s (ordonne´s) compose´s de
canaux plans, de tubes circulaires ou de conduites annulaires. Appliquant la
Figure 5.1 – Profil radial de la tortuosite´ ( 1
V
∫
nrλfδT¯fds), du flux turbulent
( −φ(ρCp)f〈u′rT ′〉i) et du flux dispersif (−φ(ρCp)f〈δurδT 〉i). Rep = 15600.
moyenne volumique a` l’e´quation de transport local de la tempe´rature, puis
retranchant l’e´quation macroscopique obtenue a` l’e´quation du transport a`
l’e´chelle locale, elle obtient l’e´quation de transport gouvernant les fluctuations
de tempe´rature.
∂T¯f
∂t
− ∂〈T¯f〉
∂t
=
∂δT¯f
∂t
(5.14)
avec,
φ
∂〈T¯f〉f
∂t
=− ∂
∂xi
(φ〈u¯i〉f〈T¯f〉f )− ∂
∂xi
(φ〈u′iT ′f〉f ) +
∂
∂xi
(
φαf
∂〈T¯f〉f
∂xi
)
+ φ〈αf ∂T¯f
∂xi
niδw〉f + ∂
∂xi
(φ〈αfδT¯fniδw〉f )− ∂
∂xi
(φ〈δu¯iδT¯f〉f )
(5.15)
et
∂δT¯f
∂t
=− ∂
∂xi
(〈u¯i〉fδT¯f ) + ∂
∂xi
(
αf
∂δT¯f
∂xi
)
+
∂
∂xi
(
〈u′iT ′f〉f − u′iT ′f
)
− ∂
∂xi
(δu¯iδT¯f ) +
∂
∂xi
〈δu¯iδT¯f〉f − ∂
∂xi
(δu¯i〈T¯f〉f )− ∂
∂xi
〈αfδT¯fniδw〉f
(5.16)
En raisonnant sur les ordres de grandeur des termes de l’e´quation (5.16),
la de´pendance temporelle et les termes de variation a` l’e´chelle macroscopique
( ∂
∂xi
〈·〉f ) peuvent eˆtre ne´glige´s. L’e´quation (5.16) devient alors,
u¯i
∂δT¯f
∂xi
− ∂
∂xi
[
(αt + αf )
∂δT¯f
∂xi
]
=
(∂αt
∂xi
− δu¯i
)∂〈T¯f〉f
∂xi
(5.17)
ou` le flux turbulent est ferme´ suivant −u′iT ′f = αt ∂T¯f∂xi .
En recherchant δT¯f sous la forme,
δT¯f = ηj
∂〈T¯f〉f
∂xi
(5.18)
l’e´quation (5.17) est re´e´crite dans la phase fluide suivant,
u¯i
∂ηj
∂xi
− ∂
∂xi
[
(αt + αf )
∂ηj
∂xi
]
=
∂αt
∂xi
− δu¯j (5.19)
avec la condition
∂ηj
∂xi
ni = −δijni (5.20)
a` l’interface fluide-solide. En injectant (5.18) dans l’e´quation (5.15), la dis-
persion thermique −〈δu¯iδT¯f〉f peut eˆtre formule´e comme suit,
− 〈δu¯iδT¯f〉f = DPij
∂〈T¯f〉f
∂xi
(5.21)
avec DPij = −〈δu¯iηj〉f , le tenseur de dispersion.
Dans la cas laminaire (Re < 1000), le coefficient de dispersion adimen-
sionne´ DP∗ij peut eˆtre obtenu analytiquement en re´solvant (5.19) et (5.20).
Pour un e´coulement dans un tube a` section circulaire par exemple DP∗zz =
Pe2/192 avec Pe le nombre de Peclet.
Dans le cas comple`tement turbulent (Re > 6000), Drouin propose l’ex-
pression suivante,
DP∗zz = C
P
t
√
fpPe+
C0 + C1Pr + C2Pr
2√
fpPe
(5.22)
avec Pr le nombre de Prandtl mole´culaire, fp le coefficient de frottement et
CPt , C0, C1 et C2 des constantes a` de´terminer sur des simulations de re´fe´rence.
L’approche de Mathey [89, 111]
Nous avons vu au chapitre 4 que l’hypothe`se de Boussinesq est toujours
ve´rifie´e a` l’e´chelle macroscopique ce qui permet de montrer que les moments
d’ordre deux de l’e´quation du moment sont proportionnels au gradient de la
vitesse (4.53). De meˆme, l’ide´e ici est de relier la conductivite´ effective com-
prenant la conduction turbulente et dispersive au gradient de la tempe´rature
par le biais de la viscosite´ dynamique de l’e´coulement [89, 111],
− (ρCp)fφ[〈δurδT 〉i + 〈u′rT ′〉i] = φ(ρCp)f
〈νT 〉i
σt
∂
∂r
〈T¯ 〉i (5.23)
avec σt le nombre de Prandtl turbulent a` l’e´chelle macroscopique. Adoptant
cette approche, Mathey [111] e´tait en mesure de de´river une corre´lation,
reposant sur des bases the´oriques, de la conductivite´ thermique effective dans
les lits catalytiques. En effet, e´tendant l’ide´e de Teruel et al. de regrouper les
fluctuations temporelles et spatiales au champ de tempe´rature, la fermeture
suivante a e´te´ propose´e,
− (ρCp)fφ[〈δurδT 〉i + 〈u′rT ′〉i] = λeff
∂
∂r
〈T¯ 〉i (5.24)
avec,
λeff = φ(ρCp)f
〈νT 〉i
σt
(5.25)
La viscosite´ dynamique 〈νT 〉i est exprime´e en fonction de l’e´nergie cine´tique
totale et du taux de dissipation propose´s par Teruel et al.,
〈νT 〉i = Cµk
2
Teruel
Teruel
(5.26)
En se plac¸ant dans un re´gime de turbulence de´veloppe´e isotrope et ho-
moge`ne, les e´quations (4.2) et (4.3) peuvent eˆtre ve´rifie´es. Des corre´lations
sont ensuite de´rive´es pour estimer 〈k〉∞ et 〈〉∞ [77, 82],
〈k〉∞ = Ckfk(φ)|〈u¯z〉i|2 (5.27)
〈〉∞ = Cf(φ) |〈u¯z〉
i|3
dp
(5.28)
ou` fk(φ) et f(φ) sont des fonction de la porosite´. La partie convective de la
conductivite´ thermique s’exprime alors,
λeff (r)
λf
= φ(ρCp)f
〈νT 〉i∞
λfσt
=
C2kCµ
σtC
f 2k (φ(r))
f(φ(r))
Pr ·Rep
(5.29)
fk(φ) et f(φ) sont des fonctions de la porosite´ tendant vers ze´ro lorsque la
porosite´ tend vers 1. Ce faisant, la de´croissance de la conductivite´ effective en
s’approchant de la paroi est acquise. En effet, lorsque fk(φ) et f(φ) tendent
vers ze´ro, les termes de production sous-filtre s’e´vanouissent. Cela revient a`
passer progressivement d’un milieu poreux vers un milieu libre. De ce fait
le me´lange par dispersion me´canique de´croit en s’approchant de la paroi.
Bien que ce mode`le permet de capturer avec beaucoup de satisfaction la
conductivite´ effective dans la zone inte´rieure, il doit cependant eˆtre ame´liore´
en re´gion proche paroi [89].
5.3.2 Re´gion inte´rieure : r < R− dp/2
Le milieu que nous conside´rons est fortement inhomoge`ne dans la direc-
tion radiale comme l’indique le profil de porosite´ sur la figure 4.7. Cette
inhomoge´neite´ semble grandement affecter la conductivite´ effective. En effet,
comme le montre la figure 5.2, la conductivite´ effective reconstruite a` partir
de la base de donne´es ge´ne´re´e par des simulations 3D,
λeff (r) = −ρfφ(Cp)f 〈δurδT 〉
i + 〈u′rT ′〉i + 〈u¯r〉i〈T¯ 〉i
∂
∂r
〈T¯ 〉i (5.30)
semble eˆtre proportionnelle au gradient de la porosite´ dans la re´gion inte´rieure.
Ce faisant, l’information concernant la fraction de fluide a` chaque position
radiale ne suffit pas pour capturer la dynamique du transport de la chaleur.
En effet, nous avons montre´ au chapitre 2 (e´quation (2.8)) que le gradient de
porosite´ est relie´ a` l’inte´grale de la normale aux surfaces solides pre´sentes a`
l’inte´rieur du VER.
∇iφ = − 1
V
∫
S
nidS (5.31)
Prenons l’exemple illustre´ sur la figure 5.3. Les quatre motifs pre´sente´s ont
la meˆme porosite´. Cependant les deux motifs de gauche sont des motifs que
l’on peut conside´rer homoge`nes au sens − 1
V
∫
S
nidS = 0 alors que les deux
motifs de droite sont inhomoge`nes. L’inhomoge´neite´ influe en effet sur les
me´canismes de transport en perturbant l’e´coulement autour des obstacles
solides. Un e´coulement turbulent a` travers les deux motifs homoge`nes (a`
gauche) de la figure 5.3 donne lieu a` des structures (zone de recirculation par
exemple) identiques alors que le meˆme e´coulement a` travers les motifs in-
homoge`nes (a` droite) produit des structures turbulentes diffe´rentes dans ces
deux motifs e´tant donne´ que l’arrangement des particules solides est diffe´rent.
Pour les milieux inhomoge`nes, il faut capturer la perturbation de la dyna-
mique par l’inhomoge´neite´ de l’arrangement des particules par le biais du
gradient de la porosite´ ∇rφ. La conductivite´ thermique effective macrosco-
pique propose´e dans la zone inte´rieure prend alors la forme suivante,
(λeff )s = ρf (Cp)f
φ(νT )s
σt1(Rep)
(
1− a1(Rep)R∇rφ
)
(5.32)
avec (νT )s la viscosite´ dynamique de´finie par (νT )s = 0.09
(K)2s
()s
Cm1
φ
(voir
l’e´quation (4.77)), ρf la densite´ du fluide, (Cp)f la capacite´ calorifique du
fluide, R le rayon du tube, σt1(Rep) le nombre de Prandtl turbulent macro-
scopique et a1(Rep) une constante mesurant l’influence de l’inhomoge´neite´.
5.3.3 Re´gion proche paroi : R− dp/2 ≤ r < R− dp/10
Nous avons montre´ que la re´gion proche paroi est sujette a` l’effet de
canalisation. Par conse´quent, le transport radial est fortement amorti dans
cette re´gion. Les transferts s’ope´rant dans cette zone sont ainsi ponde´re´s
par un facteur quantifiant le rapport de force entre l’intensite´ du me´lange√
(K)s (diminue en s’approchant de la paroi car la porosite´ augmente) et
l’effet de canalisation (uz)s. La conductivite´ effective macroscopique prend
Figure 5.2 – Profil radial de la conductivite´ effective (en W.m−1.K−1) ob-
tenue par une simulation re´alise´ a` l’e´chelle du pore (5.30) et le profil radial
de ∆φ = a+ b∇φ.
alors la forme suivante,
(λeff )s = ρf (Cp)f
φ(νT )s
σt2(Rep)
(
1− a2(Rep)R∇rφ
)
×
(√(K)s
(uz)s
)γ
(5.33)
5.3.4 Raccord a` la paroi : R− dp/10 ≤ r < R
Le mode`le macroscopique doit eˆtre raccorde´ a` la paroi en prenant en
compte la couche limite se de´veloppant sur celle-ci. Cette e´tape est tre`s im-
portante pour correctement e´valuer les transferts thermiques. En effet, la pa-
roi est une source de chaleur et les me´canismes de transferts dans la couche
limite sont particuliers. De plus, dans les syste`mes que nous e´tudions et pour
les nombres de Reynolds mode´re´s que nous conside´rons, les particules solides
sont en partie immerge´es dans la couche limite. En effet, en raisonnant sur la
valeur de y+, on peut montrer qu’une partie des particules solides coˆtoyant la
paroi peut atteindre la zone logarithmique interne voire la zone tampon. Su-
zuki et al.[112], en e´tudiant expe´rimentalement une couche limite perturbe´e
Figure 5.3 – Gauche : 2 motifs homoge`nes. Droite : 2 motifs inhomoge`nes.
par un cylindre ont montre´ que la perturbation cre´e une dissyme´trie entre
la distribution dans la direction normale a` la paroi de la composante du
tenseur des contraintes turbulentes −u′zu′r et du flux thermique turbulent
−u′rT ′ . D’autre part, ils montrent que cette perturbation amplifie certaines
composantes des fluctuations turbulentes donnant lieu a` une ame´lioration
des transferts dans la zone perturbe´e.
Sous couche laminaire macroscopique
Dans la sous couche laminaire les fluctuations turbulentes sont nulles ce
qui permet de poser,
(λeff )s = φλf r
+ < r+L (5.34)
avec λf la conductivite´ thermique du fluide, r
+ = (R− r)uτ/ν la distance a`
la paroi en unite´ de paroi et r+L l’e´paisseur de la couche limite visqueuse du
mode`le macroscopique a` de´terminer.
Zone logarithmique macroscopique
Pour les nombres de Reynolds conside´re´s, la zone r+Lν/uτ ≤ R−r < dp/10
englobe la zone de tampon et la zone logarithmique du milieu libre (Table
5.1). Nous supposons dans la suite que le profil de la tempe´rature est loga-
rithmique sur l’ensemble de la zone que l’on qualifiera de zone logarithmique
macroscopique.
Rep 4 000 7 800 15 600 19 500 23 300
R− dp/10 110 195 337 400 469
Table 5.1 – Valeurs de R− dp/10 en unite´ de paroi pour diffe´rents nombre
de Reynolds.
Conside´rons a` pre´sent l’e´quation gouvernant la tempe´rature a` l’e´chelle
macroscopique dans la zone logarithmique macroscopique de´finie ci-dessus,
1
r
∂
∂r
r
[
(φλeff )
∂
∂r
〈T¯ 〉i
]
= A (5.35)
avec φλeff la conductivite´ effective convective (comprenant la turbulence et
la dispersion) et A une constante e´valuant le flux thermique emporte´ par
l’effet de canalisation dans la direction de l’e´coulement. On vient de montrer
que la couche limite e´tait perturbe´e par la pre´sence des particules solides.
Conside´rons maintenant deux e´tats de cette couche limite a` savoir une confi-
guration ou` la couche limite est faiblement perturbe´e par la pre´sence des
particule solides et une autre ou` elle est fortement perturbe´e.
Couche limite faiblement perturbe´e
Dans cette configuration, la tempe´rature peut eˆtre de´compose´e suivant,
〈T¯ 〉i = 〈T¯ 〉i0 + 〈T¯ 〉i1 (5.36)
avec le petit parame`tre  << 1.
Ordre 0 en  :
Le profil de tempe´rature non perturbe´e s’e´crit sous la forme suivante dans
la zone logarithmique conside´re´e 〈T¯ 〉i0 = a log(r?) + b avec r? = (R− r)/dp.
Ce faisant,
1
d2p(R/dp − r?)
∂
∂r?
(R/dp − r?)
[
(φλeff )
∂
∂r?
〈T¯ 〉i0
]
= A
∂
∂r?
[
(φλeff )
∂
∂r?
〈T¯ 〉i0
]
= A · d2p car r? <<
R
dp[
(φλeff )
∂
∂r?
[a log(r?) + b]
]
= A(1)r? +B(Rep)
φλeff (r
?) = A(2)r?2 +B(1)(Rep)r
?
φλeff (r
?) u B(1)(Rep)r? car r? << 1
(5.37)
Ainsi on trouve que le profil de la conductivite´ effective est line´aire dans la
couche limite, ce qui est cohe´rent avec l’expression propose´e par Cheng et
al.[105].
Couche limite fortement perturbe´e
Dans cette nouvelle configuration, la tempe´rature peut eˆtre de´compose´e
suivant,
〈T¯ 〉i = 〈T¯ 〉i0 + 〈T¯ 〉
i1

(5.38)
avec  << 1. L’e´quation (5.35) devient alors,
∂
∂r?
[
(φλeff )
∂
∂r?
〈T¯ 〉i
]
= A(3)
∂
∂r?
[
(φλeff )
∂
∂r?
(
〈T¯ 〉i0 + 〈T¯ 〉i1
)]
= A(3)
(5.39)
Ordre 0 en  :
∂
∂r?
[
(φλeff )
∂
∂r?
〈T¯ 〉i1
]
= 0 (5.40)
En recherchant 〈T¯ 〉i1 sous la forme,
〈T¯ 〉i1 = η(Rep)∇r〈T¯ 〉i0 (5.41)
et en injectant (5.41) dans (5.40) on en de´duit,
φλeff (r
?) = η(1)(Rep)r
?2 (5.42)
Le profil de la conductivite´ effective est quadratique dans une couche limite
fortement perturbe´e, ce qui est cohe´rent avec la formulation empirique pro-
pose´e par Winterberg et al. [94].
Nous conside´rons ici le cas d’une couche limite le´ge`rement perturbe´e pour
de´crire les transferts thermiques dans la zone logarithmique.
La conductivite´ thermique radiale s’e´crit finalement,
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Rep K1 K2 a1 a2 B
(1)
4 000 2.71× 10−1 3.81× 10−2 5× 10−2 6.25× 10−2 8.55× 10−1
7 800 2.85× 10−1 3.69× 10−2 5.26× 10−2 6.07× 10−2 1.71
15 600 3.61× 10−1 3.59× 10−2 6.67× 10−2 5.88× 10−2 2.56
19 500 3.61× 10−1 3.39× 10−2 6.67× 10−2 5.56× 10−2 2.56
23 300 3.61× 10−1 3.39× 10−2 6.67× 10−2 5.56× 10−2 2.56
Table 5.2 – Valeurs des coefficients du mode`le macroscopique de la conduc-
tivite´ effective a` diffe´rents nombres de Reynolds.
Les autres valeurs des coefficients du mode`le sont regroupe´es dans la
Table 5.2. Il est a` remarquer que tous ces coefficients tendent vers une valeur
constante a` haut Reynolds et deviennent ainsi inde´pendants de Rep.
5.4 Validation du mode`le macroscopique
5.4.1 Le mode`le macroscopique
Re´capitulons ici le mode`le macroscopique. L’e´quation de transport de la
chaleur a` l’e´chelle macroscopique s’e´crit,
(ρCp)f (uz)s
∂
∂z
T =
1
r
∂
∂r
r
[
(λeff )s
∂
∂r
T
]
(5.44)
avec T la tempe´rature a` l’e´chelle macroscopique et (uz)s la vitesse axiale
obtenue en re´solvant les e´quations de la dynamique pre´sente´es au Chapitre 4
((4.75), (4.76), (4.78) et (4.79)). La conductivite´ effective (λeff )s est de´finie
par l’e´quation (5.43).
5.4.2 Validation du mode`le macroscopique
Les simulations macroscopiques sont re´alise´es en imposant un flux de cha-
leur constant sur la paroi, Q = 93000W ·m−2. La condition de pe´riodicite´ est
conserve´e en retranchant a` la sortie le flux apporte´ a` la paroi (m˙Cp[Tbulk,exit−
Tbulk,inlet]).
On montre sur les figures 5.4 et 5.5 la validation du mode`le macroscopique
sur les donne´es de simulations 3D re´alise´es a` l’e´chelle du pore. On voit en ef-
fet que le profil radial de la conductivite´ thermique et celui de la tempe´rature
Rep Tw micro Tw macro |∆Tw|
4 000 1333.59 1334.724 1.134
7 800 1090.04 1091.4664 1.426
15 600 968.54 961.153 7.39
19 500 942.655 944.04 1.39
23 300 924.75 932.47 7.72
Table 5.3 – Estimation de la tempe´rature a` la paroi en Kelvin.
Rep TBulk micro TBulk macro |∆TBulk|
4 000 829.46 822.87 6.59
7 800 813.88 811.96 1.92
15 600 806.55 805.35 1.2
19 500 805.22 804.14 1.08
23 300 804.18 801.3 2.88
Table 5.4 – Estimation de la tempe´rature moyenne en Kelvin.
sont retrouve´s avec beaucoup de satisfaction, notamment pre`s de la paroi ou`
les gradients de tempe´rature sont importants. La tempe´rature moyenne dans
la direction radiale et la tempe´rature sur la paroi sont aussi retrouve´s avec
satisfaction (Tables 5.3 et 5.4). Ces informations nous permettent d’estimer
le coefficient de transfert a` la paroi (Table 5.5). On peut montrer que le coef-
ficient de transfert peut eˆtre relie´ au nombre de Reynolds par la corre´lation
suivante (voir figure 5.6),
Nuw = 0.1Re
0.81
p (5.45)
La figure 5.7 pre´sente les corre´lations de´rive´es dans cette e´tude avec un cer-
tain nombre de celles existant dans la litte´rature. On montre sur cette fi-
gure que les corre´lations de´rive´es sont cohe´rentes avec celles propose´s par
les diffe´rents auteurs. En effet, la pente et l’ordre de grandeur des valeurs
obtenues sont comparables avec ceux de la litte´rature. On confirme de plus
que le coefficient de transfert a` la paroi de´pend non seulement de la forme
des particules (voir chapitre 3) mais aussi du rapport entre le diame`tre du
tube et celui des particules solides [37].
Rep Nuw micro Nuw macro |∆Nuw|
4 000 78.84 77.65 1.5%
7 600 143.92 142.2 1.2%
15 600 245.35 255.09 3.98%
19 500 289.18 284.09 1.76%
23 300 329.63 303 8.08%
Table 5.5 – Estimation du coefficient de transfert a` la paroi Nuw =
Qdp
λf (Tw−Tbulk) .
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 5.4 – Profil radial de la conductivite´ thermique effective en W ·m−1 ·
K−1, Micro φλeff vs Macro φ∗λ∗eff .
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 5.5 – Profil radial de la tempe´rature en Kelvin a` l’e´chelle macrosco-
pique, Micro T vs Macro T ∗.
Figure 5.6 – Corre´lation de´crivant l’e´volution du coefficient de transfert a`
la paroi en fonction du nombre de Reynolds (Cas 2).
Figure 5.7 – Comparaison des corre´lations de´rive´es avec un certain nombre
de corre´lations existant dans la litte´rature (Table 3.2). Nu1 : Corre´lation
trouve´e pour le Cas 1 (chapitre 3) ; Nu2 : Li et al. (1977) [53] ; Nu3 : Demirel
et al. (2000) [63] ; Nu4 : Dixon et al. (1984) [67], Nu5 : Dixon et al. (1997)
[62] ; Nu6 : Peters et al. (1988) [68] ; Nu7 : Dixon et al. (1985) [113] ; Nu8 :
corre´lation trouve´e dans ce chapitre pour le Cas 2.
5.5 Conclusion
En suivant l’approche adopte´e par Teruel et al. et Mathey, nous avons
de´veloppe´ un mode`le a` deux zones, base´ sur la dynamique locale de l’e´coulement
et de la turbulence, pour de´crire la diffusion convective de la chaleur dans
la direction radiale. Le mode`le de conductivite´ thermique propose´ permet
de retrouver avec beaucoup de satisfaction les profils de tempe´rature dans
la direction radiale. En supposant que la couche limite est le´ge`rement per-
turbe´e par la pre´sence des particules solides, nous avons de´rive´ une loi line´aire
de´crivant la de´croissance de la conductivite´ thermique dans la couche limite,
ce qui permet de retrouver la tempe´rature de la paroi et le coefficient de trans-
fert a` la paroi avec satisfaction. De plus, on note avec satisfaction que ces
coefficients de transfert sont cohe´rents avec ceux existant dans la litte´rature
(voir Annexe C).
L’approche alternative e´tudie´e ici montre que les coefficients du mode`le
classique (hw notamment) sont tre`s de´pendant de la structure ge´ome´trique
de l’empilement et de la dynamique de l’e´coulement. En effet, on voit que la
forme et la taille (rapport entre le diame`tre du tube et le diame`tre e´quivalent
du catalyseur) des particules solides affectent les coefficients du mode`le clas-
sique comme l’atteste d’ailleurs l’e´parpillement des corre´lations existant dans
la litte´rature. Ainsi, il semble que les corre´lations que l’on peut de´river pour
les coefficients du mode`le classique ne peuvent qu’eˆtre spe´cifiques aux confi-
gurations e´tudie´es.
Conclusion
La maitrise des transferts thermiques est un enjeu critique dans les unite´s
de production d’hydroge`ne (SMR : Steam Methane Reforming). En effet, c’est
la chaleur qui controˆle la productivite´ des re´acteurs catalytiques ainsi que
leur dure´e de vie. Or, l’efficacite´ des re´acteurs tubulaires actuels est limite´e
par l’existence de diffe´rentes re´sistances thermiques s’opposant au transport
de l’e´nergie calorifique apporte´e a` la paroi. De ce fait, l’e´nergie accumule´e
dans la re´gion proche paroi finit avec le temps par endommager les tubes
entrainant l’arreˆt de la production et le retubage.
Des mode`les simplifie´s ont e´te´ construits afin de de´crire le transport de
chaleur dans ces types de syste`me (mode`les a` deux coefficients λr − hw). Ce-
pendant, les corre´lations empiriques de´crivant les parame`tres du mode`le sont
nombreuses et disperses montrant que les me´canismes physiques pilotant les
transferts thermiques restent encore assez mal-connus. L’introduction re´cente
de la CFD dans ce domaine de l’industrie a suscite´ de nouvelles de´marches
visant d’une part a` ame´liorer les mode`les existants et d’autre part a` pro-
poser de nouvelles approches permettant de comprendre et de mode´liser les
me´canismes physiques responsables des diffe´rentes re´sistances thermiques ob-
serve´es et mesure´es, ainsi que ceux œuvrant a` transporter et a` distribuer la
chaleur apporte´e a` la paroi. C’est dans ce contexte que le travail pre´sente´
ci-dessus s’inscrit.
La zone critique est effectivement celle qui avoisine la paroi. En effet, la
majeure partie de la re´sistance thermique y est localise´e. C’est cette zone qui
est particulie`rement cible´e par notre e´tude.
Nous avons au chapitre 1 re´alise´ des syste`mes de re´fe´rence repre´sentatifs
de l’inte´rieur des re´acteurs tubulaires. A l’aide de simulations 3D re´alise´es a`
l’e´chelle du pore, une base de donne´es de re´fe´rence est cre´e´e.
Au chapitre 2, il a e´te´ question de mettre en place une me´thodologie
permettant de transporter les informations de l’e´chelle du pore a` l’e´chelle
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d’observation et ce de fac¸on univoque. Ce travail est re´alise´ en adoptant le
formalisme du milieu poreux et en e´tendant la notion de Volume E´le´mentaire
Repre´sentatif (VER) a` des syste`mes inhomoge`nes, anisotropes et confine´s que
nous conside´rons. On montre dans ce chapitre qu’une convergence addition-
nelle doit eˆtre ve´rifie´e (convergence des VERs) pour garantir la fiabilite´ phy-
sique des re´sultats de la CFD (Computational Fluid Dynamics). Il a ainsi e´te´
possible de re´colter des informations statistiquement pertinentes de la re´gion
proche paroi a` l’e´chelle d’observation.
Nous nous sommes premie`rement inte´resse´s au mode`le a` deux coefficients
au chapitre 3. Le coefficient de transfert a` la paroi est revisite´ par une ap-
proche qui permet de mettre en lumie`re les me´canismes physiques gouvernant
les transferts a` la paroi. On montre que l’inhomoge´ne´ite´ du milieu dans la
direction radiale et la dispersion me´canique sont les principaux moteurs gou-
vernant le transfert a` la paroi. Il est aussi observe´ que tout le milieu participe
au transfert a` la paroi meˆme si le poids des contributions des me´canismes
physiques s’e´vanouit rapidement avec la distance a` la paroi. L’effet de ca-
nalisation proche paroi et sa contribution a` la re´sistance thermique sont
indirectement capture´s. Finalement, on montre qu’a` partir des e´quations
fondamentales re´gissant la dynamique de l’e´coulement et les transferts ther-
miques a` l’e´chelle du pore, il est possible de retrouver la forme empirique des
corre´lations propose´es dans la litte´rature.
L’approche alternative au mode`le a` deux coefficients est e´tudie´e aux cha-
pitres 4 et 5. Le chapitre 4 est consacre´ a` l’e´tude de la dynamique tur-
bulente de l’e´coulement dans les re´acteurs tubulaires. Dans la zone proche
paroi d’e´paisseur e´gale a` dp/2, il est montre´ que cette dynamique se distingue
nettement de celle que l’on peut observer dans la zone inte´rieure. En effet,
la zone proche paroi est caracte´rise´e par une faible re´sistance a` l’e´coulement
dans la direction axiale et une forte re´sistance aux me´canismes diffusifs dans
la direction radiale. Les diffe´rents effets dans la zone proche paroi de´coulent
directement de la configuration ge´ome´trique particulie`re de l’empilement im-
pose´e par la pre´sence de la paroi. Il est aussi montre´ que la dispersion peut
eˆtre associe´e a` la turbulence a` l’e´chelle macroscopique validant ainsi l’ap-
proche de Teruel et al. [82, 84]. Les re´sultats du chapitre 4 sont ensuite
exploite´s pour construire au chapitre 5 une conductivite´ thermique effective
de´pendant de la position radiale (λeff )s(r). On montre que cette conductivite´
effective de´pend a` la fois de la dynamique de l’e´coulement et de l’influence de
l’inhomoge´ne´ite´ de la matrice poreuse sur l’e´coulement. Dans la zone proche
paroi, elle subit en outre l’influence de l’effet de canalisation qui tend a` amor-
tir les transferts dans la direction radiale. Les transferts sont ponde´re´s dans
cette zone par le rapport des forces qui existe entre l’e´nergie de me´lange
(turbulence et dispersion) et l’effet de canalisation. Finalement, les trans-
ferts dans la couche limite sont prises en compte par une loi de paroi. Cette
loi de paroi de´rive´e en conside´rant une couche limite le´ge`rement perturbe´e
par la matrice solide permet de retrouver avec satisfaction la tempe´rature de
paroi pour un flux impose´ a` la paroi.
Bien que cette e´tude est limite´e a` un milieu peu compact (porosite´ e´leve´e),
la me´thodologie a` adopter pour e´tudier ce type de syste`me a e´te´ clairement
pose´e et les principaux me´canismes physiques ont pu eˆtre mis en e´vidence. En
ame´liorant l’e´tape d’empilement (compacite´), du maillage (qualite´ et densite´)
et celle du calcul (mode`le de turbulence, voir Annexe B) tout en conside´rant
des syste`mes plus grands (atteindre la convergence statistique des VERs),
des corre´lations simplifie´es fiables et robustes peuvent eˆtre de´rive´es a` l’aide
de la simulation nume´rique.
Il a e´te´ de´montre´ dans cette e´tude que la dispersion est un me´canisme
essentiel dans ce type de milieu. Elle me´rite une e´tude approfondie afin de
ve´rifier notamment si sa dynamique est semblable a` celle de la turbulence.
En effet, on voit par exemple sur la figure 5.8, que les corre´lations spatiales
des fluctuations (moments d’ordre deux) semblent s’organiser en structures
cohe´rentes de grandes tailles dans la zone proche paroi.
Figure 5.8 – Re´partition de δu¯rδT¯ . Cas 1, Rep ≈ 7200.
Annexe A
Erreurs de discre´tisation : une
affaire de qualite´ de maillage
[114, 36, 115, 116]
L’e´quation (1.53) peut eˆtre discre´tise´e a` l’inte´rieur d’un volume de controˆle.
La valeur du champ ψ(x) est calcule´e et sauvegarde´e au centre du volume
de controˆle repe´re´ par xC , ∫
Vc
(x− xC)dV = 0 (A.1)
Le gradient normal a` une face de´limitant le volume de controˆle et le flux la
traversant peuvent eˆtre de´finis et calcule´s au noeud se trouvant au centre de
cette face repe´re´ par xf ∫
S
(x− xf )dS = 0 (A.2)
En utilisant le de´veloppement de Taylor, la discre´tisation du champ ψ(x)
dans un volume de controˆle s’e´crit
ψ(x) = ψ(xC) + (x− xC) · ∇ψ(x)|xC +O(|x− xC |2) (A.3)
La moyenne volumique de la quantite´ ψ(x) dans le volume de controˆle s’e´crit,∫
Vc
ψ(x)dV = ψCVc +O(|x− xC |2) (A.4)
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avec ψC , la valeur de ψ(x) au centre de la cellule et Vc, le volume de la cellule.
De meˆme, les moyennes surfaciques deviennent∫
S
ψ(x)dS = ψfS +O(|x− xf |2) (A.5)
avec ψf , la valeur de ψ(x) au centre de la face conside´re´e.∫
S
~V · dS = ~Vf · S +O(|x− xf |2) (A.6)
avec ~Vf , la valeur du vecteur ~V au centre de la face conside´re´e. Au besoin, la
valeur au centre des faces peut eˆtre interpole´e a` partir des valeurs calcule´es au
centre des cellules. Les quantite´s surmonte´es de l’indice ∗ repe`rent ci-dessous
ces valeurs interpole´es. Pour deux cellules voisines de forme et de volume
diffe´rents (te´trae`dres dans un maillage non structure´), le segment qui joint
les centres P et N de ces cellules n’intersecte pas force´ment la face commune
en son centre. Dans de tels cas, les valeurs au centre de la face sont obtenues
de la fac¸on suivante.
ψ∗f = ψ
∗
fi
+m · (∇ψ)∗fi (A.7)
ou` fi repe`re le point d’intersection du segment joignant le centre des cellules
voisines sur leur face commune et m est le vecteur joignant fi au centre de
la face f (voir figure 1.13). L’e´valuation des valeurs au point d’intersection
peut eˆtre obtenue par interpolation line´aire,
ψ∗fi = fxψP + (1− fx)ψN (A.8)
(∇ψ)∗fi = fx(∇ψ)P + (1− fx)(∇ψ)N (A.9)
ou` fx est de´fini par (1.6). On de´finit l’erreur faˆıte en interpolant la valeur
d’une quantite´ au centre d’une face a` partir de la valeur au centre des cellules
voisines de la fac¸on suivante,
einter = ψf − ψ∗f (A.10)
Le de´veloppement de Taylor permet d’exprimer ψf , ψP et ψN comme suit,
ψf = ψfi +m · (∇ψ)fi +
1
2
m2 : (∇∇ψ)fi (A.11)
ψP = ψfi + (xP − xfi) · (∇ψ)fi +
1
2
(xP − xfi)2 : (∇∇ψ)fi (A.12)
ψN = ψfi + (xN − xfi) · (∇ψ)fi +
1
2
(xN − xfi)2 : (∇∇ψ)fi (A.13)
En utilisant (A.7) et (A.11), l’erreur d’interpolation peut eˆtre de´compose´e
comme ci-dessous.
einter = el +∇el (A.14)
avec,
el = ψfi − ψ∗fi
= −1
2
|xP − xfi||xN − xfi|(dˆ2 : (∇∇ψ)fi)
= −1
2
fx(1− fx)|d2|(dˆ2 : (∇∇ψ)fi)
(A.15)
et
∇el = (∇ψ)fi − (∇ψ)∗fi
= −1
2
fx(1− fx)|d2|(dˆ2 : (∇∇∇ψ)fi)
(A.16)
ou` dˆ est le vecteur unitaire dans la direction d.
L’erreur d’interpolation s’e´crit finalement,
einter = −1
2
|d|2[fx(1− fx)(dˆ2 : ((∇∇ψ)fi) + Ψ|d|mˆ · (dˆ2 : (∇∇∇ψ)fi)]
+
Ψ2
2
|d|2(mˆ2 : (∇∇ψ)fi)
(A.17)
L’e´quation (A.17) met ainsi en e´vidence la relation entre erreur d’interpola-
tion et la qualite´ du maillage. L’erreur est rendue minimale lorsque l’intensite´
de la dissyme´trie est nulle (Ψ = 0, voir la de´finition (1.7)).
La discre´tisation de tout terme de divergence se fait en utilisant le the´ore`me
de flux-divergence,∫
Vc
∇ · adV =
∮
S
dS · a =
∑
f
∫
Sf
dS · a =
∑
f
Sf · af (A.18)
L’erreur engendre´e par le terme de divergence s’e´crit alors,
ediv =
∑
f
Sf · (af − a∗f )
=
∑
f
Sf · einter
=
∑
f
−1
2
|d|2Sf ·
[
fx(1− fx)(dˆ2 : ((∇∇ψ)fi) + Ψ|d|mˆ · (dˆ2 : (∇∇∇ψ)fi)
]
+
∑
f
Ψ2
2
|d|2Sf · (mˆ2 : (∇∇ψ)fi)
(A.19)
L’expression (A.19) montre que tout terme de divergence de flux engendre
lors de la discre´tisation des erreurs d’interpolation qui s’accentuent avec
la mauvaise qualite´ du maillage (dissyme´trie). La qualite´ du maillage ne
se re´duit pas a` la dissyme´trie. Pour s’en convaincre, inte´ressons nous par
exemple au terme de diffusion,∫
Vc
∇ · (ρΓψ∇ψ)dV =
∑
f
S · (ρΓψ∇ψ)f =
∑
f
(ρΓψ)f (S · ∇ψ)f (A.20)
Lorsque le maillage est non-orthogonal, c’est a` dire lorsque l’angle forme´ entre
le vecteur joignant le centre de deux cellules voisines et le vecteur normal a`
la surface partage´e par ces cellules n’est pas nul (figure A.1), (S · ∇ψ)f peut
eˆtre approxime´ comme suit,
(S · ∇ψ)∗f = |∆|
ψN − ψP
|d| + k · (∇ψ)
∗
f (A.21)
ou` |∆|, paralle`le a` d, ve´rifie avec k (figure A.1),
S = ∆ + k (A.22)
En admettant que k et S sont orthogonaux et que la dissyme´trie est nulle
(m = 0), le de´veloppement de Taylor donne,
ψP = ψf+(xP−xf )·(∇ψ)f+1
2
(xP−xf )2 : (∇∇ψ)f+1
6
(xP−xf )3 : (∇∇∇ψ)f
(A.23)
Figure A.1 – angle forme´ par la non-orthogonalite´ des cellules voisines
ψN = ψf+(xN−xf )·(∇ψ)f+1
2
(xN−xf )2 : (∇∇ψ)f+1
6
(xN−xf )3 : (∇∇∇ψ)f
(A.24)
En substituant (A.23), (A.24) et (A.9) dans (A.21), l’erreur engendre´e par la
non-orthogonalite´ s’e´crit,
eorth = (S · ∇ψ)f − (S · ∇ψ)∗f
= −1
2
|∆|
|d| (|xN − xf |
2 − |xP − xf |2)dˆ2 : (∇∇ψ)f
− 1
6
|∆|
|d| (|xN − xf |
3 − |xP − xf |3)dˆ3 :: (∇∇∇ψ)f
− 1
2
|xN − xf ||xP − xf |k · (dˆ2 : (∇∇∇ψ)f )
= − |S|
cosαN
|d|
2
(2fx − 1)(dˆ2 : (∇∇ψ)f )
− |S|
cosαN
|d|2
6
((1− fx)3 + f 3x)dˆ3 :: (∇∇∇ψ)f )
− StanαN |d|
2
fx(1− fx)kˆ · (dˆ2 : (∇∇∇ψ)f )
(A.25)
ou` dˆ et kˆ sont les vecteurs unitaires dirige´s respectivement selon d et k et
αN , l’angle forme´ par S et ∆. On remarque premie`rement que lorsque le
maillage n’est pas uniforme (fx 6= 0.5), l’erreur est de premier ordre. Ainsi,
l’uniformite´ du maillage est un crite`re important de´terminant la pre´cision de
la solution calcule´e. L’erreur est aussi pilote´e par la valeur de l’angle αN . Elle
est minimale pour αN = 0. Le terme de diffusion s’e´crit finalement,∫
Vc
∇ · (ρΓψ∇ψ)dV =
∑
f
(ρΓψ)
∗
f (|∆|
ψN − ψP
|d| + k · (∇ψ)
∗
f ) + ediff (A.26)
avec,
ediff =
∑
f
(ρΓψ)
∗
feorth + (|∆|
ψN − ψP
|d| +k · (∇ψ)
∗
f )einter + eortheinter (A.27)
Le terme source est quant a` lui ge´ne´ralement line´arise´ comme suit,
Sψ = SC + SPψ (A.28)
ou` SC est la partie constante et inde´pendante des variables inconnues ψ. En
utilisant de nouveau le de´veloppement de Taylor,
Sψ = S
? + (
∂S
∂ψ
)?(ψ − ψ?) (A.29)
ou` les quantite´s surmonte´es d’une e´toile sont les valeurs connues de l’ite´ration
pre´ce´dente. On identifie finalement les termes,
SC = S
? − (∂S
∂ψ
)?ψ? (A.30)
et
SP = (
∂S
∂ψ
)? (A.31)
Le terme source discre´tise´ s’e´crit dans une cellule de centre N,∫
VN
S(ψ,x)dV = SCVN + SPψNVN + esource (A.32)
L’erreur qui en surgit n’est que l’erreur de troncature venant du de´veloppement
de Taylor. Elle est proportionnelle a` la taille de la maille au carre´. Elle s’amor-
tit avec la re´duction de la taille des mailles.
esource ∝ (x− xN)2 (A.33)
Annexe B
Calcul LES de re´fe´rence
B.1 Introduction
Lorsque l’on e´tudie un e´coulement turbulent, la gamme d’e´chelles mise
en jeu augmente avec le nombre de Reynolds.
Lu
η
= Re
3/4
Lu
(B.1)
ou` Lu est l’e´chelle inte´grale caracte´risant les tourbillons de grande taille, η
l’e´chelle de Kolmogorov caracte´risant les structures tourbillonnaires de petite
taille et ReLu le nombre de Reynolds base´ sur l’e´chelle inte´grale et la vitesse
caracte´ristique de la turbulence (u′ =
√
2k/3 avec k, l’e´nergie cine´tique tur-
bulente). En effet, l’e´nergie cine´tique cre´e´e a` l’e´chelle inte´grale est transfe´re´e
vers les e´chelles de plus en plus petites jusqu’a` sa dissipation, activant ainsi
toute la gamme d’e´chelles e´voque´e.
∂E(κ, t)
∂t
= T (κ, κ′, t)− 2νκ2E(κ, t) (B.2)
ou` κ est le nombre d’onde, E(κ, t) est le spectre d’e´nergie fluctuante et
T (κ, κ′, t) la densite´ spectrale de flux d’e´nergie cine´tique fluctuante qui est le
bilan net des transferts d’e´nergie cine´tique entre le mode κ et tous les modes
κ′ ve´rifiant [39], ∫ +∞
0
T (κ, κ′, t)dκ = 0 (B.3)
L’e´quation (B.2) stipule que la variation d’e´nergie du mode κ est le
re´sultat du bilan entre le transfert d’e´nergie positif ou ne´gatif vers les autres
197
modes κ′ et l’e´nergie perdue par dissipation visqueuse. La courbe de´crivant le
spectre d’e´nergie fluctuante (Figure B.1) permet de visualiser l’e´nergie porte´e
par chacun des nombres d’onde κ.
Figure B.1 – Spectre d’e´nergie de Kolmogorov
On remarque que ce sont les grandes e´chelles contenant les plus grandes
structures turbulentes qui contiennent le plus d’e´nergie. La zone inertielle
caracte´rise´e par une loi de de´croissance en κ−5/3 est la zone de transfert
pur. En effet dans cette zone T (κ, κ′, t) u 0 stipulant que l’e´nergie venant
des grandes e´chelles est comple`tement transfe´re´e vers les petites e´chelles (a`
la dissipation visqueuse pre`s). Enfin la zone de dissipation est une zone de
destruction d’e´nergie.
Pour des raisons bien connues, lie´es aux ressources informatiques insuffi-
santes et au temps de calcul astronomique, il est actuellement difficile voire
impossible de pouvoir re´soudre les e´quations de Navier-Stokes sans aucune
mode´lisation supple´mentaire (DNS) pour e´tudier les e´coulements turbulents
dans des ge´ome´tries aussi complexes que les re´acteurs tubulaires. Le plus
souvent on se restreint a` des mode`les de type RANS (Reynolds Averaged
Navier-Stokes) ou` toutes les e´chelles de la turbulence sont mode´lise´es. L’ap-
proche interme´diaire consiste a` ne re´soudre que la dynamique des grandes
e´chelles qui portent la majorite´ de l’e´nergie cine´tique turbulente et mode´liser
les petites e´chelles. Pour ce faire les e´quations de Navier-Stokes sont filtre´es
et l’e´chelle de coupure doit eˆtre situe´e dans la zone inertielle pour que la
se´paration des e´chelles ait un sens. C’est l’approche LES (Large Eddy Simu-
lation). Cette approche reste encore tre`s couteuse et ne peut eˆtre utilise´e que
sur des configurations relativement simples.
B.2 Filtres et mode`les de sous-maille[117, 41,
118]
Les e´quations de Navier-Stokes tridimensionnelles et instationnaires qui
de´crivent la dynamique des tourbillons porteurs d’e´nergie sont explicitement
re´solues. L’influence des petits tourbillons (dont la dynamique pre´sente un
caracte`re plus universel que celle des tourbillons de grande taille) sur les
grands est quant a` elle mode´lise´e via des mode`les de sous-maille. Le mode`le de
sous-maille doit eˆtre capable de de´crire le transfert d’e´nergie vers les petites
e´chelles non re´solues.
La variable filtre´e {ψ} est exprime´e comme e´tant la convolution de la
variable ψ par un filtre spatialG qui doit pre´server les constantes (en ve´rifiant
la condition de normalisation par exemple).
{ψ}(x, t) =
∫
Ω
G(x− r)ψ(r, t)dr (B.4)
Une variable arbitraire ψ peut donc eˆtre de´compose´e comme suit,
ψ = {ψ}+ ψ′ (B.5)
Il existe une large gamme de filtres. Cependant, il est courant d’utiliser des
filtres homoge`nes (inde´pendants de x) tels que le filtre en forme de boˆıte ou
le filtre gaussien. Toutefois, ces filtres ne sont pas idempotents {{ψ}} 6= {ψ}
entrainant {ψ′} 6= 0. Il est ainsi plus judicieux de travailler avec un filtre
homoge`ne idempotent tel que le filtre a` coupure spectrale.
G(r) =
sin(rpi/∆S)
rpi
(B.6)
avec ∆S la largeur du filtre qui est directement lie´e a` la taille locale du
maillage.
∆S = CG(∆x∆y∆z)
1/3 (B.7)
avec CG une constante ve´rifiant CG ≥ 2. Le nombre d’onde de coupure quant
a` lui s’exprime comme suit,
κc =
2pi
∆S
(B.8)
Les e´quations de Navier-Stokes filtre´es s’e´crivent,
∂{Ui}
∂xi
= 0 (B.9)
∂{Ui}
∂t
+ {Uj}∂{Ui}
∂xj
=
1
ρ
∂{P}
∂xi
+ ν
∂2{Ui}
∂2xj
− ∂τijSG
∂xj
(B.10)
avec τijSG = {UiUj}−{Ui}{Uj} le tenseur des contraintes sous-maille prenant
en compte l’action des petites e´chelles (non re´solues) sur la dynamique des
grandes e´chelles.
Un des mode`les sous-maille reste´ populaire est celui de Smagorinsky qui
est base´ sur une approche de type Boussinesq,
τijSG − 2
3
kSGδij = −2νtSG{Sij} (B.11)
avec {Sij} le tenseur de de´formation base´ sur le champ de vitesse filtre´ et
kSG =
1
2
τiiSG, l’e´nergie de sous-maille. La viscosite´ turbulente sous-maille
s’exprime quant a` elle,
νtSG = (Cs∆S)
2
√
2{Sij}{Sij} (B.12)
avec Cs ≈ 0.17 la constante de Smagorinsky. Cette constante est valide pour
une turbulence homoge`ne et isotrope et est souvent corrige´e empiriquement
pour les configurations d’e´coulement qui s’en e´cartent.
B.3 LES vs. RANS : impact des mode`les sur
l’estimation de la turbulence
B.3.1 Calcul LES dans un tronc¸on d’empilement de
sphe`res
Ge´ome´trie
Le calcul LES est re´alise´ dans une boˆıte cubique de coˆte´ 32 mm dont
les faces de la frontie`re sont deux a` deux lie´es par pe´riodicite´. Cette boˆıte
contient 8 sphe`res entie`res de diame`tre 15 mm. La porosite´ de la ge´ome´trie
(volume fluide sur volume total de la boˆıte) est e´gale a` 0.569 (voir la Figure
B.2).
Figure B.2 – Repre´sentation du domaine fluide dans la boˆıte pe´riodique
contenant des sphe`res.
Filtre spatial
La largeur du filtre et donc la taille locale du maillage (B.7) est de´termine´e
par le crite`re suivant,
σ =
∆S
Lu
(B.13)
avec la longueur inte´grale Lu estime´e suivant,
Lu =
k3/2

(B.14)
Les grandeurs k et  sont nume´riquement obtenues par un calcul de type
RANS (mode`le k−  par exemple). Par cette me´thode il est possible d’avoir
une ide´e du raffinement de maillage ne´cessaire pour garantir par exemple
que le filtre est bien de´fini dans la zone inertielle ou que les grandes e´chelles
au moins sont correctement re´solues. Le maillage est d’autant meilleur que
la valeur de σ est petit (σ  1). La figure B.3 repre´sente la re´partition
de σ sur une coupe re´alise´e au centre de la boˆıte et perpendiculaire a` la
direction de l’e´coulement (figure B.3a). Il est montre´ que sur l’ensemble du
domaine fluide la valeur de σ est infe´rieure a` 1, c’est a` dire que la taille
des cellules est infe´rieure a` l’e´chelle inte´grale locale (figure B.3b). Notons de
plus que la re´solution semble meilleure loin des parois. En effet, σ < 1/10
(figure B.3c) dans ces re´gions montrant clairement que le maillage est assez
fin permettant ainsi la re´solution comple`te des grandes e´chelles. Cependant
tre`s proche des parois, on identifie une fine couche dans laquelle σ > 1 (figure
B.3d). Ceci n’est pas une signature de l’utilisation de filtres mal adapte´s dans
cette re´gion. En effet, le y+ moyen est satisfaisant (y+ ≈ 4). Les mauvaises
valeurs de σ dans la re´gion proche paroi sont a` attribuer a` la de´finition de
l’e´chelle inte´grale choisie qui n’est pas adapte´e a` la zone proche paroi. En
effet, la dissipation est tre`s importante dans cette zone et l’e´nergie cine´tique
turbulente y est tre`s faible. De ce fait, la longueur inte´grale de´finie selon
(B.14) devient tre`s petite dans cette zone affichant ainsi des valeurs de σ tre`s
grandes.
Nombre de courant CFL
Le pas de temps est choisi de sorte que le nombre de courant soit e´gal a`
1.
CFL = Max
{ ui
∆xi
}
dt ≈ 1 (B.15)
ou` ui locale peut eˆtre obtenue par un calcul de type RANS. Pour notre e´tude,
le pas de temps ve´rifiant (B.15) est dt = 10−6 s.
Mode`le de sous-maille
Dans cette e´tude nous avons plutoˆt choisi le mode`le de sous-maille WALE
(Wall-adapting Local Eddy-Viscosity) qui semble plus adapte´ au type de
milieu que nous conside´rons. En effet, ce mode`le est construit pour restituer
le bon comportement asymptotique a` la paroi (loi en y3).
νtSG = L
2
s
({Sdij}{Sdij})3/2
({Sij}{Sij})5/2 + ({Sdij}{Sdij})5/4
(B.16)
avec
Ls = min
(
κd, 0.325V 1/3
)
(B.17)
avec d la distance a` la paroi la plus proche, V le volume de la cellule et
{Sdij} =
1
2
({gij}2 + {gji}2)− 1
3
δij{gkk}2 {gij} = ∂{ui}
∂xj
(B.18)
Qualite´ du maillage
Le maillage du domaine fluide est exclusivement re´alise´ a` l’aide de te´trae`dres
(∼ 10.5 millions de cellules) et le maillage proche paroi ve´rifie en moyenne
y+ ≈ 4. La qualite´ du maillage est mesure´e par les crite`res suivants : la
de´viation du volume, la de´viation angulaire, l’orthogonalite´ et la valeur de
y+ (figure B.4).
Moyenne temporelle
Le calcul instationnaire donne acce`s au champ de vitesse instantane´. Afin
d’obtenir des quantite´s RANS il faut faire la moyenne de ce champ dans le
temps. Pour ce faire, l’avancement dans le temps est re´alise´ sur une dure´e de
3.510−2 secondes. Cette dure´e correspond au temps ne´cessaire a` une particule
fluide pour effectuer une dizaine de passages a` travers la boˆıte. Le temps
ne´cessaire pour effectuer un passage peut eˆtre estime´ a` l’aide d’un calcul
RANS.
∆t =
c
uzRANS
(B.19)
avec c la longueur du coˆte´ de la boˆıte. Le profil de la vitesse traversant une
section perpendiculaire a` la direction de l’e´coulement est trace´ en fonction
du temps sur la figure B.5. L’e´coulement atteint un re´gime stationnaire au
bout d’environ ts = 0.01 secondes. Le champ de vitesse RANS est obtenu en
moyennant le champ de vitesse instantane´ sur une dure´e e´gale a` 5∆t a` partir
de ts.
B.3.2 LES vs. RANS
Les mode`les RANS haut (Realizable k−) et bas ( k− de Abid [119] bas
Reynolds, Standard k − ω avec corrections bas Reynolds, k − ω Transition
SST) Reynolds sont compare´s au mode`le LES.
L’e´coulement est dirige´ dans la direction z en imposant un gradient de
pression dans cette direction. Les autres directions du domaine de calcul sont
pe´riodiquement lie´es.
La table B.1 pre´sente la moyenne volumique dans le domaine de simula-
tion de diffe´rentes quantite´s telles que la composante de la vitesse moyenne
dans la direction de l’e´coulement, l’e´nergie cine´tique totale (turbulente et
dispersive) ainsi que l’erreur faite sur ces quantite´s par les mode`les RANS
par rapport au mode`le LES. Cela permet d’estimer les mode`les RANS bas
et haut Reynolds entre eux et d’e´valuer ces mode`les RANS par rapport au
mode`le LES.
Les figures B.6 et B.7 repre´sentent la composante uz du vecteur vitesse
obtenue par les diffe´rents mode`les sur une coupe orthogonale a` la direction
de l’e´coulement. On note que les mode`les RANS (haut et bas Reynolds)
reproduisent le champ de vitesse avec satisfaction (Table B.1). Une simple
analyse qualitative permet de montrer que les diffe´rentes grandes structures
de l’e´coulement sont capture´es avec satisfaction par les mode`les RANS. Il
doit cependant eˆtre note´ que compare´ au champ obtenu par le mode`le haut
Reynolds, le champ de vitesse pre´dit par le mode`le k −  bas Reynolds est
plus proche du champ calcule´ par le mode`le LES. Notons de plus que les
mode`les k−ω semblent surestimer le champ de vitesse alors que les mode`les
k −  semblent plutoˆt le sous estimer.
Les figures B.8 et B.9 repre´sentent l’e´nergie cine´tique totale (voir Cha-
pitre 4). On note que les mode`les RANS haut et bas Reynolds ne reproduisent
que partiellement les structures fluctuantes obtenues par le calcul LES. En
effet, si ces fluctuations estime´es par les mode`les k −  semblent qualitative-
ment plus proches de celles e´value´es par le mode`le LES (figures B.8 et B.9),
〈u¯z〉i(m.s−1) 〈kRANS〉i + 〈kd〉i(m2.s−2)
LES 8.297 0% 38.74 0%
Transition SST 8.92 7.51% 36.24 6.46%
k − ω bas Reynolds 8.92 7.51% 37.13 4.16%
k −  bas Reynolds 7.93 4.42% 30.2 22.05%
Realizable k −  7.72 6.95% 28.22 27.16%
Table B.1 – E´valuation de la vitesse moyenne 〈u¯z〉i et de l’e´nergie cine´tique
totale par diffe´rents mode`les de turbulence : LES, k − ω Transition SST,
Standard k − ω bas Reynolds, k −  bas Reynolds et k −  haut Reynolds.
Rep ≈ 4800.
les pre´dictions des mode`les k − ω semblent quantitativement plus proches
des re´sultats LES (Table B.1). Les mode`les k −  (haut et bas Reynolds)
semblent correctement estimer la re´partition spatiale des structures turbu-
lentes a` l’e´chelle locale mais semblent sous estimer leur intensite´. Les mode`les
k− ω semblent plutoˆt surestimer les extrema (minima et maxima du champ
de fluctuations) ce qui les e´loignent a` l’e´chelle locale des fluctuations pre´dites
par le mode`le LES. Cependant, en appliquant la moyenne volumique aux fluc-
tuations, ce qui a pour effet de compenser les extrema (minima et maxima),
on retrouve a` l’e´chelle macroscopique des re´sultats proches a` ceux pre´dits
par le mode`le LES avec satisfaction. Globalement, les mode`les k−  (haut et
bas Reynolds) semblent sous estimer la turbulence (fluctuations temporelles
et spatiales) ge´ne´re´e dans ce type de milieu. Il est aussi a` remarquer que
l’e´nergie cine´tique pre´dite par le mode`le bas Reynolds (k −  bas Reynolds)
ne se distingue du mode`le haut Reynolds (Realizable k−) que de peu, mon-
trant que la diffe´rence entre les mode`les haut et bas Reynolds est minime
lorsque le mode`le haut Reynolds est utilise´ pour de´crire la turbulence sur un
maillage tre`s raffine´, notamment pre`s des parois (y+ ≈ 4).
(a) Coupe du domaine fluide (b) Re´partition de σ (0 < σ < 1)
(c) Re´partition de σ (0 < σ < 0.1) (d) Re´partition de σ (σ ≥ 1)
Figure B.3 – E´valuation de la taille du filtre spatial.
(a) De´viation du volume (b) De´viation angulaire
(c) Orthogonalite´ (d) Re´partition des y+
Figure B.4 – E´valuation de la qualite´ du maillage (voir section 1.3.2 pour
plus de de´tail).
Figure B.5 – E´volution de la vitesse uz en fonction du temps sur une section
perpendiculaire a` la direction de l’e´coulement.
Figure B.6 – Champ de vitesse obtenu par le mode`le LES. Rep ≈ 4800.
Gauche : champ de vitesse instantane´e uz, droite : champ de vitesse RANS,
u¯z.
(a) Champ de vitesse obtenu par le
mode`le bas Reynolds k − 
(b) Champ de vitesse obtenu par le
mode`le haut Reynolds Realizable k − 
(c) Champ de vitesse obtenu par le
mode`le bas Reynolds Standard k − ω
(d) Champ de vitesse obtenu par le
mode`le bas Reynolds k − ω Transition
SST
Figure B.7 – E´valuation de la vitesse u¯z par diffe´rents mode`les RANS.
Rep ≈ 4800.
Figure B.8 – LES : Energie cine´tique totale (turbulente et dispersive)
kRANS + kd a` Rep ≈ 4800.
(a) Mode`le bas Reynolds k −  (b) Mode`le haut Reynolds k − 
(c) Mode`le bas Reynolds Standard k− ω (d) Mode`le bas Reynolds Transition SST
Figure B.9 – E´valuation de l’ e´nergie cine´tique totale (turbulente et disper-
sive) kRANS + kd par diffe´rents mode`les RANS. Rep ≈ 4800.
B.4 Conclusion
On peut premie`rement noter que dans ce type de milieu, les mode`les
RANS k −  semblent sous e´valuer les fluctuations. De plus l’erreur faite
sur l’e´valuation de l’e´nergie cine´tique (moments d’ordre deux) peut eˆtre tre`s
importante compare´e a` celle qui peut eˆtre faite sur la vitesse (moment d’ordre
0). Le mode`le haut Reynolds k−  semble eˆtre le moins adapte´ pour ce type
de milieu. Le mode`le k− bas Reynolds semble eˆtre adapte´ pour estimer avec
satisfaction les moments d’ordre 0. Si a` l’e´chelle locale le mode`le bas Reynolds
retrouve au moins qualitativement la re´partition spatiale des fluctuations, il
sous estime se´ve`rement leur intensite´ a` l’e´chelle macroscopique. Les mode`les
k−ω semblent quant a` eux surestimer les fluctuations d’ordre deux a` l’e´chelle
locale (les extrema) mais donnent satisfaction a` l’e´chelle macroscopique.
Bien que le mode`le k −  haut Reynolds est le moins adapte´ c’est ce-
pendant ce mode`le qui sera choisi pour effectuer les calculs de re´fe´rence. En
effet, le mode`le k−  bas Reynolds requie`re un maillage tre`s raffine´ a` la paroi
mais n’ame´liore que tre`s faiblement l’estimation des moments d’ordre deux.
Quant aux mode`les k−ω, ils requie`rent premie`rement un maillage tre`s raffine´
pre`s des parois (y+ < 5) et sont peu utilise´s pour e´tudier des e´coulements
en milieu poreux. De plus, ces mode`les semblent retrouver correctement l’in-
tensite´ des fluctuations d’ordre deux a` l’e´chelle macroscopique que par un
effet compensateur de la moyenne volumique. Si la ge´ome´trie e´tudie´e ici est
repre´sentative d’un mieux poreux isotrope, il n’est pas certain que cet effet
compensateur soit aussi efficace pour les syste`mes que nous e´tudions et qui
sont inhomoge`nes et anisotropes.
Annexe C
Mode`le radial 1D
213
Pseudo-homogeneous 1D RANS radial model for heat
transfer in tubular packed beds
I. Thiagalingama,b,∗, P. Sagautc
aInstitut Jean-Le-Rond d’Alembert, Universite´ Pierre et Marie Curie - Paris 6, UMR 7190,
4 place Jussieu, case 162, F-75252 Paris Cedex 05, France
bParis Saclay Research Center-Air Liquide,1 Chemin de la porte des Loges, Les loges en
Josas, BP 126, 78 354 Jouy-en-Josas, France
cAix-Marseille Universite´, CNRS, Centrale Marseille, M2P2 UMR 7340, 13451 Marseille,
France
Abstract
A RANS zonal pseudo-homogeneous 1D radial heat transfer model is derived
using an homogenization technique along with high-fidelity microscopic simu-
lation to calibrate the model free parameters. Thus, it is brought to light the
importance of the mechanical dispersion in the mixing process, the similarity
between turbulent and dispersive dynamics, the existence of a near wall zone
characterized by a channeling effect which is responsible for the thermal re-
sistance over the zone. A linear law for the effective thermal conductivity is
proposed to assess the heat transfer within the disrupted thermal boundary
layer. The model showed its ability to estimate the effective conductivity and
the temperature field in the radial direction with satisfaction. Very good agree-
ments are also found in the near wall zone where the temperature gradients are
the highest. The model well estimated also the value of the wall temperature
and the wall heat transfer coefficient for an imposed heat flux at the wall.
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1. Introduction
Packed beds with low tube-to-particle diameters ratio are widely used in
chemical engineering, e.g. in steam methane reforming processes for Hydro-
gen production. The heat transfer problem is intensively investigated in such
systems as the local temperature drives directly the efficiency of the catalytic5
reactions occurring on the solid particles’ surface. The accurate prediction of
the radial temperature profile from the tube wall to the middle of the bed is
an important step towards the reliable assessment of reaction rates along the
packed bed. Another critical point justifying the development of radial heat
transfer models is the wall temperature assessment. Indeed, the near wall re-10
gion faces strong thermal resistances as shown by the high temperature gradient
profiles over this region [1]. Accurate heat control is then required near the wall
as in the operating conditions a difference of 20 K at the tube wall can divide
its life time by two or more.
For high ratio between tube and particles diameters (N  10), the radial15
packing configuration is almost homogeneous as the wall induced inhomogeneity
is confined in the very near vicinity of the tube. Hence, one can assume that both
the axial velocity Uz and the effective thermal conductivity λr are constant in the
radial direction and the extra near wall resistance can be lumped in a wall heat
transfer coefficient hw. These are the main hypotheses of the extensively used20
classical pseudo-homogeneous two dimensional plug flow heat transfer model
commonly referred to as the λr − hw model [2].
However, discrepancies between literature correlations for λr [3] and namely
for hw [4] highlight that the assumed hypotheses have no more validity for
relatively low tube-particle diameters ratio (N < 10) packed beds. Moreover,25
experimental measurements [5] and recent CFD simulations of fixed bed reactors
[6] highlight an oscillating profile of the radial void which smoothly decreases
with the distance from the wall. However, near wall profile displays a steep
decrease from the wall (where the void is equal to one) up to a distance of
dp/2, where dp is the particle diameter. The velocity profile which is linked to30
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the porosity profile displays the same features [6, 7]. The wall heat transfer
coefficient which is a sort of a boundary condition is no more suitable for an
extended wall zone (its width is not negligible compared to the bulk zone). For
a comprehensive review on radial heat transfer problem, see [8].
An alternative model to the λr − hw model [9, 10, 11, 12, 13], which is able35
to dispense with the apparent wall heat transfer coefficient hw has been first
proposed by [14]. It consists of deriving a bed effective conductivity which de-
pends on the radial position. It was thus highlighted that the effective thermal
conductivity λr(r) is sharply damped in the vicinity of the wall [15]. From this
observation, numerous two-layer models were developed [16, 17, 18, 19, 13] to40
distinguish the near wall zone heat transfers from the bulk ones. However, deep
insights into the physical mechanisms were lacking among those models. Then,
Borkink et al. [20] bring to light the existing link between the near wall chan-
neling effect and the thermal resistance showing that the near wall particular
packing configuration is responsible for the conductivity damping in the vicinity45
of the wall. More realistic models were then proposed by authors [21]. For in-
stance, Lerou et al. and Marivoet et al.[22, 23] resolved the energy conservation
equation with a void profile depending on the radial position and a velocity pro-
file calculated with the Brinkman-Darcy-Forchheimer (BDF, [24]) model. It was
shown that models tacking into account both the radial inhomogeneity and the50
flow dynamic improve significantly the temperature profile prediction [12, 25].
The aim of this paper is to derive a new pseudo-homogeneous 1D radial
model for the heat transfer in low-N packed beds, using the high-fidelity mi-
croscopic CFD solutions. The porous medium framework is used to up-scale
unequivocally pore scale relevant data obtained via high-fidelity 3D simula-55
tions to the reactor scale. This is practically achieved extending the concept of
Representative Elementary Volume (REV) to anisotropic wall bounded porous
medium. Afterwards, turbulent flow governing pseudo-homogeneous equations
including mechanical dispersion are derived and validated against 3D detailed
numerical simulations. Then, the flow features are used to describe the thermal60
mixing and derive the radial effective convective conductivity called for the 1D
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radial pseudo-homogeneous heat transfer model development. Both wall tem-
perature and the bed temperature profile are finally validated over the reference
data obtained performing 3D fine simulations at the pore scale.
2. 3D high-fidelity numerical simulations of turbulent flow and heat65
transfers at the pore scale in packed beds
2.1. Packing/meshing step
A tubular random and periodic packing configuration with spheres is con-
sidered (Fig.2). The ratio between tube and particle diameters (respectively dt
and dp) is taken equal to 10 (N = dt/dp = 10). The domain is composed of 83570
particles and the average porosity is equal to φmoy = 0.443 (see Table 1). The
packing is generated thanks to the commercial algorithm DigiPacTM which has
demonstrated its capability to generate reliable and realistic tubular packings
mainly for spherical particles [26, 27, 28, 29]. The packing is considered to be
homogeneous in the axial (Fig.3) and azimuthal directions but presenting radial75
inhomogeneity (Fig.4).
During the mesh generation step, one has to face high skewed cells gener-
ated in the regions surrounding particle-particle or particle-tube contact points.
Moreover, the distribution of pore size is quite large as far as random packings
are concerned. Thus, very narrow gaps can also be found which is another source80
of low quality cells. To preclude convergence problems in CFD simulations, one
can slightly modify the packing configuration [30, 31, 32, 33, 6, 34, 35]. Local
modifications of the geometry are recommended against global modifications.
Indeed, global modifications can lead errors on porosity and so on the pressure
drop of 4% and 12 − 15% respectively [36]. The strategy employed here [37]85
consists in first detecting particles one close to another with a distance less
than 1% of dp. For those particles, radius is then increased by 2% of dp. The
overlapping part are removed and the increased particles take then back their
original size. A minimal gap between particles is thus guaranteed (Fig.1). The
same approach is applied for the particle-tube contact points or narrow gaps.90
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The tube radius is decreased by 2% of dp and parts of particles laying outside of
the new cylinder are removed. The tube takes then back its original dimensions.
2.2. Computational Fluid Dynamics (CFD) model setup
The fluid domain is meshed with tetrahedral elements and numerical simu-
lations are performed with the commercial solver ANSYS Fluent 13.0. Periodic95
boundary conditions are set at the inlet/outlet faces imposing a mass flow. Par-
ticles are assumed to be adiabatic and a constant heat flux in set on the tube
wall. The Reynolds Averaged Navier-Stokes and energy equations are solved to
get flow and temperature fields in the fluid domain. The turbulence dynamic
is described with the two-equation k −  model. The enhanced wall treatment100
which combines a two-layer model with an enhanced wall law is set to capture
the near wall dynamic: when the mesh is fine enough (y+ ≈ 1), the viscous
affected region is solved by the two-layer model and when the mesh is coarse,
a wall law is rather used (see ANSYS Documentation for further details). The
near wall treatment used here is much more suited for complex wall flow en-105
countered in packed bed than a standard wall law. Indeed, the y+ values are
spread over a wide range as they depend directly on both the local mesh size
and the local flow configuration (recirculating, squeezed, downward, accelerated
or stagnant flow).
As for the numerical discretization, the first order upwind scheme is used110
to solve momentum, energy and turbulence equations. The standard scheme is
used to solve the pressure and the pressure-velocity coupling is realized with the
SIMPLE scheme.
Mesh convergence study is achieved for REV-averaged quantities (up-scaled
quantities, see section 3). Radial profiles of a certain number of the REV-115
averaged quantities are depicted on Figs. 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 for different mesh
densities. One can observe that a satisfactory convergence is obtained on all
quantities of interest for the present study.
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Particle Shape Number of particles N φmoy
Spherical 835 10 0.443
Table 1: Main characteristics of the present packed bed.
Figure 1: Contact points locally handled by creating a small gap between par-
ticles.
Figure 2: Periodic random packing of spherical particles.
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Figure 3: Axial porosity. Figure 4: Radial porosity.
Figure 5: Radial profile of 〈u¯z〉i for dif-
ferent mesh densities.
Figure 6: Radial profile of 〈T¯ 〉i for dif-
ferent mesh densities.
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Figure 7: Radial profile of REV-averaged turbulent kinetic energy 〈k〉i for dif-
ferent mesh densities.
Figure 8: Radial profile of 〈δu¯zδu¯r〉i for
different mesh densities.
Figure 9: Radial profile of 〈u′zu′r〉i for
different mesh densities.
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Figure 10: Radial profile of 〈δu¯zδT¯ 〉i for
different mesh densities.
Figure 11: Radial profile of 〈T ′u′r〉i for
different mesh densities.
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3. Extension of the volume averaging concept to wall bounded anisotropic
and inhomogeneous medium120
The volume averaging concept is first recalled and its applications to pe-
riodic then to isotropic infinite porous medium are briefly reviewed. Finally,
an extension of the representative elementary volume concept to wall bounded,
anisotropic and inhomogeneous medium is presented and the defined set of cri-
teria are validated over numerical simulations.125
3.1. Volume averaging concept
In order to derive macroscopic governing equations for a turbulent flow in
porous media, both time and spatial averaging operators are applied to instan-
taneous mass, momentum and energy conservation equations. The averaging
operators split instantaneous quantity into two parts: the mean quantity and
its fluctuation [38]. Hence the time decomposition reads,
ϕ = ϕ¯+ ϕ
′
, (1)
where ϕ¯ = 1∆t
∫ t+∆t
t
ϕdt is the time averaged quantity and ϕ
′
the time fluctu-
ation around the mean quantity. Following the same reasoning for the spatial
averaging operator, one can write
ϕ = 〈ϕ〉i + δϕ, (2)
where 〈ϕ〉i is the intrinsic average of ϕ in the fluid and δϕ the spatial devia-
tion. According to the scale separation’s assumption between microscopic and
macroscopic quantities, one can obtain 〈δϕ〉i = ϕ¯′ = 0. The volume averaged
quantity reads,
〈ϕ〉v = 1
V
∫
V
ϕdV, (3)
where V is a volume in which the average is carried out. It is also referred
to as the REV, the Representative Elementary Volume. It can be showed [38]
that these two averaging operators permute 〈ϕ¯〉i = 〈ϕ〉i. When the porous
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medium is saturated by the fluid, one can link the intrinsic average and the
volume average by the following expression :
〈ϕ〉v = φ 〈ϕ〉i , (4)
where φ =
Vf
V , denotes the porosity. While applying the space averaging opera-
tors to flow governing equations for instance, one needs to permute derivatives
and averaging operators. It is showed from [39],
〈∇ϕ〉v = ∇〈ϕ〉v + 1
V
∫
A
nϕdA, (5)
and
〈∇ ·ϕ〉v = ∇ · 〈ϕ〉v + 1
V
∫
A
n ·ϕdA (6)
with dA an element of solid surface, n the normal vector directed from the solid
phase toward the fluid phase and A the solid surface.
3.2. Representative Elementary Volume for ordered and disordered infinite porous
media [40, 41]130
The Representative Elementary Volume (REV) is a fundamental notion as
far as porous medium is concerned. The idea behind the concept is that the
averaged geometric configuration and effective properties of the entire infinite
medium can be statistically deduced from a well defined volume much smaller
than the considered one. This leads to a scale separation between effective135
(macro-scale) and detailed (micro-scale) properties of the medium. Thus, mo-
mentum and energy conservation equations are solved within the REV (micro-
scale simulations) to get effective properties of the medium and a new set of
equations are derived for the REV-filtered effective medium (macro-scale sim-
ulations) by applying the volume averaging operator to micro-scale equations140
and using simulations carried out in the REV to model sub-filter terms [42, 43].
For an infinite ordered medium as for instance periodic rows of solid objects,
a single pattern can be considered as the elementary representative volume of
the medium. As far as isotropic disordered medium is concerned, the elementary
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representative volume has to be wide enough to contain within it as many dif-
ferent configurations as needed to be statistically representative of the medium.
This leads to the following constraint that requires the characteristic length of
the elementary representative volume lREV to be wider than both pore lp and
particle ld length scales.
lREV MAX{lp, ld} (7)
3.3. Representative Elementary Volume for packed bed configurations [37]
The periodic packing can be considered homogeneous in both axial (see
Fig. 3) and azimuthal directions. The radial inhomogeneity induced by the
presence of the wall is revealed by a huge drop of the void from the wall up to a145
distance of dp/2 followed by an oscillating void profile which is slowly damped
when moving away from the container wall (see Fig.4). To be statistically
meaningful, the REV has to be large enough to encompass as many different
particles configurations as necessary to represent the considered medium at any
radial position. At the same time, the REV’s size in the wall normal direction150
is to be smaller than the characteristic length of the inhomogeneity lih but
larger than the pore length scale lp. A tubular REV is consistent with the
above constraints. The length L of such a REV can be extended to meet the
statistical convergence in the axial direction as the packing is assumed to be
homogeneous in this direction and the thickness d of the tubular REV can be155
shrunk to be small enough to capture the inhomogeneity in the radial direction
(see Fig. 12). At the center of the tube, the REV is cylindrical.
lp ≤ d(r) ≤ lih ∀r (8)
L(r)MAX{lp, ld} ∀r (9)
Along this an additional constraint is necessary to keep the REV volume
constant.
V0 = 2pi · r · d(r) · L (10)
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Figure 12: A statistically meaningful REV for realistic packed bed
Figure 13: Radial profile of the REV-averaged dispersive thermal-velocity fluc-
tuations 〈δu¯zδT¯ 〉i(m.K.s−1) for different REV thicknesses d1 < d2 < d3 < d4.
To show that the chosen L and d are meaningful in practical applications,
a REV convergence study is carried out. Tacking different size for d, one can
assume that the REV thickness is consistent with the constraints (8), as soon
as the obtained profile do not contains pore scale fluctuations but matches with
the representative profile of the pore scale dynamic. On the figure 13, the profile
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Li to Li+1(m) φ 〈u¯z〉i 〈T¯ 〉i 〈k〉i 〈〉i
0.005 to 0.01 5.4% 4.2% 5.1% 1.2% 1.9%
0.01 to 0.02 3.3% 3.0% 11.5% 1.6% 3.6%
0.02 to 0.03 3.3% 2.6% 4.7% 1.3% 2.4%
0.03 to 0.04 2.5% 2.2% 4.0% 1.7% 3.9%
0.04 to 0.05 2.5% 1.5% 2.1% 1.1% 1.6%
0.05 to 0.06 1.4% 0.9% 2.8% 0.6% 1.0%
0.06 to 0.07 1.0% 0.7% 1.4% 1.2% 2.5%
0.07 to 0.08 1.2% 1.1% 1.4% 2.1% 4.9%
0.08 to 0.09 1.1% 0.7% 1.1% 1.8% 4.2%
0.09 to 0.1 0.9% 0.7% 0.9% 1.3% 3.4%
Table 2: Error on the radial profile of REV-averaged quantities when the tube
length L is successively increased.
obtained with the thickness d2 fulfills the constraints (8). Indeed, the thickness
d1 reaches the pore scale as reveal the high frequency fluctuations around the
mean profile whereas d3 and d4 are above the characteristic length scale of the
inhomogeneity (they do not match the profile obtained with the thickness d1).
As for L , the constraint (9) is achieved as soon as increasing L do not change
qualitatively and quantitatively the mean quantity profile. In practice, it is
difficult to reach a quantitatively converged mean quantity and it is assumed
that the convergence is reached when the averaged error between consecutive
increase of the tube length Li+1 = Li + ∆L is below a convergence threshold
(see tables 2 and 3). The error reported is computed as follows
Error(ψ) =
1
R
∫ R
0
dr100| 〈ψi+1〉(r)− 〈ψi〉(r)〈ψi+1〉(r) | (11)
with,
〈ψi〉(r) = 1
Vi
∫
Vi
ψdV Vi = 2pir · Li · d2(r) (12)
where d2(r) is the thickness satisfying (8).
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Li to Li+1(m) 〈u′zu′r〉i 〈δu¯rδT¯ 〉i 〈u′rT ′〉i
0.005 to 0.01 65.7% 281.5% 10.9%
0.01 to 0.02 47.8% 55.4% 11.4%
0.02 to 0.03 35.7% 37.4% 7.4%
0.03 to 0.04 24.6% 17.9% 4.2%
0.04 to 0.05 15.2% 13.6% 4.2%
0.05 to 0.06 64.2% 9.7% 3.7%
0.06 to 0.07 8.5% 11.4% 1.9%
0.07 to 0.08 15.6% 7.4% 2.4%
0.08 to 0.09 8.9% 5.4% 1.7%
0.09 to 0.10 8.3% 5.1% 1.5%
Table 3: Error on the radial profile of REV-averaged second order correlations
when the tube length L is successively increased.
It is also worth noting that a large L is required to meet convergence with
a second order mean quantity such as for instance the REV-averaged Reynolds160
stress tensor components than with a zero order mean quantity such as the mean
velocity. Hence, for a turbulent flow, the meaningful L is the one for which the
second order mean quantities reach the convergence criterion.
3.4. Momentum and energy conservation at the macroscopic scale
Applying the volume averaging operator to the momentum and energy con-
versation equations at the pore scale one gets, after some algebra, at the macro-
scopic scale:
∇j(φ〈uj〉i) = 0 (13)
∇j [−φ〈uj〉i〈ui〉i + ν∇j [φ〈ui〉i]− δijφ 〈P 〉
i
ρ
−φ〈Rij〉i︸ ︷︷ ︸
turbulent diffusion
−φ〈δuiδuj〉i︸ ︷︷ ︸
dispersion
]
+
ν
V
∫
∇juinjdS − 1
V ρ
∫
PnidS︸ ︷︷ ︸
viscous and pressure drag
= 0
(14)
15
where u
′
iu
′
j = Rij .
0 = (ρCp)f
∂
∂xi
[
− φ〈u¯i〉i〈T¯ 〉i−φ〈δu¯iδT¯ 〉i︸ ︷︷ ︸
dispersion
−φ〈u′iT ′〉i︸ ︷︷ ︸
turbulent diffusion
]
+
∂
∂xi
[
(λfφ)
∂
∂xi
〈T¯ 〉i + 1
V
∫
niλfδT¯fds︸ ︷︷ ︸
tortuosity
] (15)
Both the second order moments and surface terms need a closure.165
4. Macroscopic model for turbulent flow dynamic in packed beds
4.1. Turbulence in porous medium
Turbulence structures were observed by numerous experimental studies [44,
45, 46, 47] as soon as the Reynolds number based on pore size was above a
few hundreds. The experimentally observed deviation of the flow dynamic to170
the Darcy law was thus attributed to the development of local turbulence [48].
Turbulence models were then developed at the macroscopic scale by apply-
ing volume averaging operator to Reynolds averaged Navier-Stokes equations
(RANS) [42, 49, 50, 38].
A new concept was recently introduced by Teruel et al. [51, 52]. It consists175
in not distinguishing time fluctuations from the spatial ones but in considering
fluctuations as the difference between the instantaneous quantity and the double
averaged (time and space) quantity.
ψ(r, t) = ψ¯(x, t) + ψ
′′
(r,x, t) (16)
with
ψ¯(x, t) =
1
∆t
∫
∆t
[ 1
Vf
∫
Vf
ψdV
]
dτ =
1
Vf
∫
Vf
[ 1
∆t
∫
∆t
ψdτ
]
dV (17)
and
¯
ψ
′′
(r,x, t) ∼= 0, ¯¯ψ(x, t) ∼= ψ¯(x, t) (18)
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Thus, the total turbulent kinetic energy at the macroscopic scale becomes,
kTeruel =
u
′′
j u
′′
j
2
=
〈u′ju′j〉i
2
+
〈δu¯jδu¯j〉i
2
= 〈k〉i + 〈δu¯jδu¯j〉
i
2
(19)
It is made up of a turbulent part 〈k〉i and a dispersive part 〈kd〉i = 〈δu¯jδu¯j〉
i
2 .
The dispersion can be significant [53] and its contribution to the total kinetic180
energy is even above 60 − 70% [21] as far as packed beds are concerned (Figs.
14 and 15).
Figure 14: Radial profiles of the REV-averaged turbulent 〈k〉i and dispersive
〈kd〉i kinetic energies in packed beds.
4.2. Macroscopic 〈K〉i − 〈〉i model
Following Teruel et al., a two equation model is derived at the macroscopic
scale to describe the total turbulence. The total kinetic energy is defined as
〈K〉i = 〈k〉i + 〈kd〉i (20)
where 〈k〉i and 〈kd〉i describe respectively the time and spatial fluctuations at the
macroscopic scale. The equation governing the total kinetic energy is obtained as185
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Figure 15: Evolution of the contribution of different kinetic energies with
the Reynolds number. k = 1R
∫ R
0
dr φ〈k〉
i
U2s
, kd =
1
R
∫ R
0
dr φ〈kd〉
i
U2s
et kT =
1
R
∫ R
0
dr φ[〈k〉
i+〈kd〉i]
U2s
. Us is the superficial velocity.
follows: First, the volume averaging operator is applied to the turbulent kinetic
energy at the pore scale to up-scale it at the macroscopic scale (see Appendix A).
The governing equation for the dispersive part is then obtained (see Appendix
B) [54]. They are finally summed up to get the governing equation for the total
fluctuations.190
0 = −∇j [φ〈uj〉i〈K〉i] + ν∇2j [φ〈K〉i]− φ[〈Rij〉i + 〈δuiδuj〉i]∇j〈u¯i〉i
−∇j
(
φ[〈P
′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j〉i +
1
ρ
〈δujδP 〉i + 〈δuiδuiδuj〉i]
)
− φ〈〉i − φ〈d〉i
−∇j [φ〈δu¯jδk〉i] + ν
V
∫
∇jknjdS + 〈uj〉i∇jφ[3〈kd〉i − 〈ui〉
i2
2
]
+
〈ui〉i
ρV
∫
δPnidS − ν〈ui〉
i
V
∫
∇jδuinjdS
−∇j [φ〈δuiδRij〉i]− ν∇j [∇jφ 〈ui〉
i2
2
] + φ〈δuiδuj∇jδui〉i
(21)
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One can recognize on the right hand side the convection term, the molecular
diffusion, the production term, the dynamic (turbulent and dispersive) diffusion
and the energy destruction term, respectively. The other terms stem from the
averaging operations and the radial inhomogeneity.
For configurations under consideration, one can show that the dispersive195
part of the dissipation rate (〈d〉i = ν〈∂δu¯j∂xj
∂δu¯j
∂xj
〉i) is negligible (Fig. 16). Thus,
〈T 〉i ≈ 〈〉i.
Figure 16: Radial profile of the turbulent (〈〉i ) an dispersive (〈d〉i) part of the
total dissipation rate at the macroscopic scale.
The governing equation for the total dissipation rate becomes,
0 = −∇j(φ〈〉i〈uj〉i) +∇j [
(
ν +
〈νt〉i
σ
)
∇j(φ〈〉i)]− C1〈k〉i 〈Rij〉
i∇j(φ〈ui〉i)〈〉i
− C2φ〈k〉i 〈〉
i2 −∇j(φ〈δδuj〉i) +∇j
( (ν + 〈νt〉i/σ)
V
∫
njdS
)
+
1
V
∫
ν(∇j)njdS + 1
σ
∇j(φ〈δνt∇jδ〉i)− C1φ〈k〉i
(
〈δRij∇jδui〉i〈〉i
+ 〈δδRij〉i∇j〈ui〉i + 〈Rij〉i〈δ(∇jδui)〉i + 〈δRijδ(∇jδui)〉i
)
− C2〈k〉iφ〈δδ〉
i
(22)
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4.3. Closure relations
Considering a fully developed flow which enables to neglect the axial macro-
scopic gradient (∂〈·〉
i
∂z ), (14) can be rewritten in cylindrical coordinates,
0 = −ρ
r
∇r[rφ〈ur〉i〈uz〉i]−∇z[φ〈P 〉i]− ρ
r
∇r[rφ〈Rzr〉i + rφ〈δurδuz〉i]
+ µ
1
r
∇r[r∇r(φ〈uz〉i)] + µ
V
∫
∇iuznidS − 1
V
∫
PnzdS
(23)
with i = z, r. It can be numerically verified that the second order moments
appearing in the macroscopic momentum conservation equation (23) can be
linked to the velocity gradient thanks to a dynamic viscosity (Fig. 17).
−φ[〈Rzr〉i + 〈δurδuz〉i] = 〈νT 〉i∇r[φ〈u¯z〉i] (24)
where the dynamic viscosity reads,
〈νT 〉i = 0.09 〈K〉
i2
〈〉i ×
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
× Cm1
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
× Cm2
] (25)
〈K〉i is the total kinetic energy. It is worth noting that a near wall zone is
identified with a thickness of dp/2. The dynamic viscosity is lower in the vicinity200
of the wall than in the bulk zone and this property is captured thanks to the
coefficients Cm1 and Cm2.
The surface terms is then closed with a modified two-zonal Ergun law [55].
µ
V
∫
∇iuznidS − 1
V
∫
PnzdS = −
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF1
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF2
]
× ρ (1− φ)
0.1
dpφ5
[φ〈u¯z〉i]2
(26)
In the following, the macroscopic equations are written in their superficial
forms (ψ)s = φ〈ψ¯〉i. Thus, the macroscopic Navier-Stokes equations reads,
∇z[(uz)s] = 0 (27)
0 = −∇z(P )s + 1
r
∇r[r
{
µ+ ρ(νT )s
}
∇r(uz)s]− h(φ, dp)(uz)2s (28)
20
Figure 17: Radial profile of the second order moments (left hand side of (24))
denoted as ”Ref” and the model based on the Boussinesq hypothesis (right
hand side of (24)) denoted as ”Mod”. They are computed via 3D numerical
simulations at the pore scale at Rep ≈ 7800 (Rep is the Reynolds number based
on the particle diameter and the superficial velocity).
with
(νT )s = 0.09
(K)2s
()s
×
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)Cm1
φ
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)Cm2
φ
] (29)
and
h(φ, dp) = ρ
(1− φ)0.1
dpφ5
×
[1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF1
+
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
CF2
] (30)
The fully developed total kinetic energy equation in the cylindrical coordi-
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nates reads,
0 =
1
r
∇r(rν∇r[φ〈K〉i])− φ[〈Rzr〉i + 〈δuzδur〉i]∇r〈u¯z〉i
− 1
r
∇r
(
rφ[〈P
′u′r
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
r〉i −
1
ρ
〈δurδP 〉i − 〈δuiδuiδur〉i]
)
− φ〈〉i
− 1
r
∇r[rφ〈δu¯rδk〉i] + ν
V
∫
∇iknidS
+
〈uz〉i
ρV
∫
δPnzdS − ν〈uz〉
i
V
∫
∇iδuznidS
− 1
r
∇r[rφ〈δuiδRir〉i]− ν 1
r
∇r[r∇rφ 〈uz〉
i2
2
] + φ〈δuiδuj∇jδui〉i
(31)
with i, j = z, r, θ. The production term is rewritten as,
− φ[〈Rir〉i + 〈δuiδur〉i]∇r〈u¯i〉i = −φ[〈Rzr〉i + 〈δuzδur〉i]∇r[φ〈u¯z〉i]
− φ[〈Rzr〉i + 〈δuzδur〉i]×
[1− φ
φ
∇r[φ〈u¯z〉i]− ∇rφ
φ
〈u¯z〉i
]
= (νT )s
[
∇r(uz)s
]2
+ (νT )s
[
∇r(uz)s
]
×
[1− φ
φ
∇r(uz)s − ∇rφ
φ2
(uz)s
] (32)
and the flux terms can be clustered as
−
(
φ[〈P
′u′r
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
r〉i −
1
ρ
〈δurδP 〉i − 〈δuiδuiδur〉i + 〈δu¯rδk〉i + 〈δuiδRir〉i]
+ ν∇rφ 〈uz〉
i2
2
)
=
(νT )s
σK
[
∇r(K)s
]
(33)
where the macroscopic turbulent Prandtl number σK is to be determined. The
remaining terms are finally clustered as an effective production which includes
sub-filter production and the inhomogeneous part of the macroscopic produc-
tion.
ν
V
∫
∇iknidS + 〈uz〉
i
ρV
∫
δPnzdS − ν〈uz〉
i
V
∫
∇iδuznidS + φ〈δuiδuj∇jδui〉i
+ (νT )s
[
∇r(uz)s
]
×
[1− φ
φ
∇r(uz)s − ∇rφ
φ2
(uz)s
]
= f(φ)(uz)
3
s
(34)
where f(φ) is a function to be determined. The macroscopic governing equation
for the total kinetic energy reads finally,
0 =
1
r
∇r[r
(
ν +
(νT )s
σK
)
∇r(K)s] + (νT )s
[
∇r(uz)s
]2
+ f(φ)(uz)
3
s − ()s (35)
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The macroscopic dissipation rate equation becomes in cylindrical coordi-
nates,
0 =
1
r
∇r[r
(
ν +
〈νt〉i
σ
)
∇r(φ〈〉i)]− C1〈k〉i 〈Rzr〉
i∇r(φ〈uz〉i)〈〉i − C2φ〈k〉i 〈〉
i2
− 1
r
∇r[rφ〈δδur〉i] + 1
r
∇r
(
r
(ν + 〈νt〉i/σ)
V
∫
nrdS
)
+
1
V
∫
ν(∇i)nidS
+
1
rσ
∇r[rφ〈δνt∇rδ〉i]− C1φ〈k〉i
(
〈δRij∇iδuj〉i〈〉i + 〈δδRzr〉i∇r〈uz〉i
+ 〈Rir〉i〈δ(∇rδui +∇iδur)〉i + 〈δRijδ∇jδui〉i
)
− C2〈k〉iφ〈δδ〉
i
(36)
with i, j = z, r, θ. the production term can be rewritten as
− C1〈k〉i 〈Rzr〉
i∇r(φ〈uz〉i)〈〉i ≈ −φ[〈Rzr〉i + 〈δuzδur〉i]∇r[φ〈u¯z〉i] C1〈K〉i 〈〉
i
+ φ〈δuzδur〉i∇r[φ〈u¯z〉i] C1〈K〉i 〈〉
i
(37)
The overall fluxes are clustered as( 〈νt〉i
σ
∇r(φ〈〉i)− φ〈δδur〉i + (ν + 〈νt〉
i/σ)
V
∫
nrdS
+
1
σ
φ〈δνt∇rδ〉i
)
=
(νT )s
σK
[
∇r()s
] (38)
where σK is the Prandtl number associated to the macroscopic dissipation rate.
The destruction term becomes,
−C2φ〈k〉i 〈〉
i2 − C2〈k〉iφ〈δδ〉
i ≈ −C2 ()
2
s
(K)s
(39)
The remaining terms are once again clustered as an effective production
1
V
∫
ν(∇i)nidS − C1φ〈k〉i
(
〈δRij∇iδuj〉i〈〉i + 〈δδRir〉i∇r〈ui〉i
+ 〈Rir〉i〈δ(∇rδui +∇iδur)〉i + 〈δRijδ∇jδui〉i
)
+ φ〈δuzδur〉i∇r[φ〈u¯z〉i] C1〈K〉i 〈〉
i = g(φ, dp)(uz)
4
s
(40)
where g(φ, dp), a function to be determined.
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The governing equation describing the macroscopic dissipation rate reads
then in its superficial form,
0 =
1
r
∇r[r
(
ν +
(νT )s
σK
)
∇r()s] + C1 ()s
(K)s
(νT )s
[
∇r(uz)s
]2
+ g(φ, dp)(uz)
4
s − C2
()2s
(K)s
(41)
with C1 and C2 model coefficients to be determined.
4.4. model validation205
The following expression is suggested to represent the radial void profile at
the macroscopic scale (Fig.18).
φ∗(r?) =
 1 si r? = 00.465[1 + 1.1 exp(−48r?2)] + 0.16 exp(−0.2r?2) sin(2.46pir?) sinon
(42)
with r? = (R− r)/dp.
Figure 18: Validation of the suggested expression for the porosity profile (φ∗)
against the porosity characterizing the reference system (φ).
Both the model coefficients and functions are obtained by optimizing the
matching with the reference data. Hence, Cm1 = 0.444, Cm2 = 0.05, σK = 1,
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σK = 1.3, C1 = 1.44, C2 = 1.92. Then,
CF1(Rep) =
 0.26Re−0.14p − 0.02 4000 ≤ Rep ≤ 195000.046 19500 ≤ Rep ≤ 31000 (43)
CF2(Rep) =
 5.5× 10−6Rep + 0.2 4000 ≤ Rep ≤ 195000.1 19500 ≤ Rep ≤ 31000 (44)
f(φ∗) = ρCK1(Rep)
(1− φ∗)
φ∗2
× 1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
+
[
ρCK2(Rep)φ
∗5 + ρCK3(Rep)
(1− φ∗)
φ∗4
exp(−4(r − (R− dp/2))/dp)
]
× 1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
(45)
with,
CK1(Rep) =
 −0.78Re0.5p + 132 4000 ≤ Rep ≤ 1560038.41 15600 ≤ Rep ≤ 31000 (46)
CK2(Rep) =
 −8× 10−4Rep + 20 4000 ≤ Rep ≤ 196005.6 19600 ≤ Rep ≤ 31000 (47)
and
CK3(Rep) =
 (5× 10−6Rep)−1 + 12 4000 ≤ Rep ≤ 1960023.11 19600 ≤ Rep ≤ 31000 (48)
Finally,
g(φ∗, dp) = ρCE1(Rep)
(1− φ∗)0.5
d2pφ
∗5 ×
1
2
(
1− tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
+ ρCE2(Rep)
(1− φ∗)0.4
d2pφ
∗8 ×
1
2
(
1 + tanh[20(r − (R− dp/2))/dp]
)
(49)
with
CE1(Rep) =
 −0.049Re0.26p + 0.66 4000 ≤ Rep ≤ 156000.069 1560 ≤ Rep ≤ 31000 (50)
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and
CE2(Rep) =
 (0.01Rep)−0.8 4000 ≤ Rep ≤ 196000.016 19600 ≤ Rep ≤ 31000 (51)
One has to notice that all those coefficients tend towards a constant value at
high Rep (Fig. 19, 20, 21).
Figure 19: Reynolds dependence of CF1 and CF2.
Figure 20: Reynolds dependence of CK1, CK2 and CK3.
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Figure 21: Reynolds dependence of CE1 and CE2
In the following, superscript ∗ stands for quantities obtained performing
macro-scale simulations. Pressure drops evaluated with 3D simulations at the210
pore scale and the ones assessed performing macroscopic simulations are re-
ported on the Table 4. Very good agreements are found between pore and bed
scale simulations. Radial profiles of the mean velocity, the total turbulent kinetic
energy and the macroscopic dissipation rate obtained performing macroscopic
simulations are validated against the up-scaled microscopic ones (Figs. 22, 23,215
24). Indeed, the oscillating profile and the near wall maximum are quite well
recovered for all those quantities. It is particularly worth noting that the near
wall zone flow dynamic is well assessed.
Rep ∆P/∆L(Pascal/m) (∆P )
∗/∆L(Pascal/m) Error
2 000 -2272.8 -2148.9 5.45 %
4 000 -7841.1 -7582.1 3.30 %
7 800 -26668.3 -26829.5 0.6 %
15 600 -89880.4 -91042.5 1.3 %
19 600 -133767.5 -130105.8 2.7%
23 300 -185831.1 -186726.7 0.5 %
Table 4: Pressure drop evaluation. Micro(∆P/∆L) vs. Macro ((∆P )∗/∆L)
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 22: Radial profile of the mean velocity, Micro (uz)s vs. Macro (uz)
∗
s.
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 23: Radial profile of the total kinetic energy, Micro (k)s vs. Macro (k)
∗
s.
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 24: Radial profile of the macroscopic dissipation rate, Micro ()s vs.
Macro ()∗s.
5. Pseudo-homogeneous 1D macroscopic radial model for heat trans-
fer220
5.1. Model of Mathey
The macroscopic equation governing the heat transfer (15) can be rewritten
in cylindrical coordinates as,
(ρCp)fφ〈u¯z〉i ∂
∂z
〈T¯ 〉i =− (ρCp)f 1
r
∂
∂r
[
rφ[〈δurδT 〉i + 〈u′rT ′〉i + 〈u¯r〉i〈T¯ 〉i]
]
+
1
r
∂
∂r
r
[
(λfφ)
∂
∂r
〈T¯ 〉i + 1
V
∫
nrλfδT¯fds
]
(52)
As far as packed bed configurations are concerned, the surface term which
represents the tortuosity can be neglected compared to the turbulent and dis-
persive fluxes (Fig.25).
Figure 25: Radial profile of the tortuosity ( 1V
∫
nrλfδT¯fds), turbulent flux (
−φ(ρCp)f 〈u′rT ′〉i) and dispersive flux (−φ(ρCp)f 〈δurδT 〉i). Rep = 14400.
The concept of Teruel et al.[51, 52] which consists of clustering dispersive and
turbulent fluctuations was extended by Mathey [21] to heat transfer problems.
Indeed, the second order terms appearing in the energy conservation equation
(52) were related to the temperature gradient through an effective conductivity
depending on the radial position.
−(ρCp)fφ[〈δurδT 〉i + 〈u′rT ′〉i] = λeff (r)
∂
∂r
〈T¯ 〉i (53)
with,
λeff = φ(ρCp)f
〈νT 〉i
σt
(54)
where σt is the macroscopic Prandtl number. The dynamic viscosity is defined
as
〈νT 〉i = Cµ 〈K〉
i2
〈〉i (55)
where 〈K〉i is the total kinetic energy (turbulence and dispersion are both in-
cluded in it). With this approach, Mathey was able to derive a simple correlation
for the medium effective conductivity [21],
λeff (r)
λf
= φ(ρCp)f
〈νT 〉i∞
λfσt
=
C2kCµ
σtC
f2k (φ(r))
f(φ(r))
Pr ·Rep
(56)
with Pr the molecular Prandtl number, Rep the Reynolds number based on the225
superficial velocity and the particle diameter, Ck and C are model constants
which represent respectively the strength of the kinetic energy sub-filter produc-
tion and the dissipation rate sub-filter production. f(φ(r)) and fk(φ(r)) are
functions depending on the porosity and damping to zero when getting closer to
the wall. The radial profile of the effective conductivity was hence successfully230
estimated particularly in the bulk zone [56]. The model proposed by Mathey is
improved here by tacking into account the radial inhomogeneity and the near
wall zone heat transfer.
5.2. The bulk zone: r < R− dp/2
The effective convective conductivity in the radial direction is defined as
λeff (r) = −ρfφ(Cp)f 〈δurδT 〉
i + 〈u′rT ′〉i + 〈u¯r〉i〈T¯ 〉i
∂
∂r 〈T¯ 〉i
(57)
The model proposed by Mathey [21] becomes,
(λeff )s = ρf (Cp)f
φ(νT )s
σt1(Rep)
(
1− a1(Rep)R∇rφ
)
(58)
with (νT )s the dynamic viscosity defined in the previous section (νT )s = 0.09
(K)2s
()s
Cm1
φ
(see equation (25)), ρf the fluid density, (Cp)f the fluid heat capacity, R the
tube radius, σt1(Rep) the macroscopic Prandtl number and a1(Rep) a Reynolds
depending constant measuring the inhomogeneity effect. The porosity gradi-
ent is related to the solid surface distribution within the REV according to the
following expression [39]
∇iφ = − 1
V
∫
S
nidS (59)
When the medium is homogeneous (− 1V
∫
S
nidS = 0), one gets (λeff )s =235
ρf (Cp)f
φ(νT )s
σt1b(Rep)
.
5.3. The near wall zone: R− dp/2 ≤ r < R− dp/10
It was shown that the near wall zone is affected by a channeling effect. In-
deed, the near wall dispersive mixing is reduced with the near wall void increase
imposed by the packing configuration. Thus, even if the Reynolds number is
locally increased, a significant part of the supplied heat at the wall is convected
along the tube wall by the channeling effect. Therefore, the effective conductiv-
ity is weighted by the ratio between the total (turbulent and dispersive) mixing
strength and the near wall channeling effect in order to assess the heat transfer
efficiency in the near wall region.
(λeff )s = ρf (Cp)f
φ(νT )s
σt2(Rep)
(
1− a2(Rep)R∇rφ
)
×
(√(K)s
(uz)s
)γ
(60)
with γ a constant.
5.4. Heat transfer in the boundary layer: R− dp/10 ≤ r < R
In the viscous sublayer, the convective part is damped to zero and the effec-
tive conductivity is reduced to the molecular conductivity.
(λeff )s = φλf r
+ < r+L (61)
with λf the fluid conductivity, r
+ = (R−r)uτ/ν wall distance expressed in wall240
unit and r+L the viscous sublayer thickness of the macroscopic model.
For the range of Reynolds numbers considered in the study (operating con-
ditions), the boundary layer zone r+Lν/uτ ≤ R − r < dp/10 includes both the
logarithmic and buffer zones. The macroscopic energy conservation equation
over the boundary layer zone can be simplified as
1
r
∂
∂r
r
[
(φλeff )
∂
∂r
〈T¯ 〉i
]
= A (62)
where A a constant assessing the boundary layer overall heat transfer in the
axial direction.
We consider the case where the solid particles slightly disturb the thermal
boundary layer. The temperature field can then be split up according to
〈T¯ 〉i = 〈T¯ 〉i0 + 〈T¯ 〉i1 (63)
with  << 1.
0 order term in :245
The temperature field is assumed to be logarithmic over the considered zone
in the absence of solid particles. Thus,
1
d2p(R/dp − r?)
∂
∂r?
(R/dp − r?)
[
(φλeff )
∂
∂r?
〈T¯ 〉i0
]
= A
∂
∂r?
[
(φλeff )
∂
∂r?
〈T¯ 〉i0
]
= A · d2p as r? <<
R
dp[
(φλeff )
∂
∂r?
[a log(r?) + b]
]
= A(1)r? +B(Rep)
φλeff (r
?) = A(2)r?2 +B(1)(Rep)r
?
φλeff (r
?) u B(1)(Rep)r? as r? << 1
(64)
where r? = (R− r)/dp.
One can deduce that the effective conductivity is linear when the solid parti-
cles are considered to keep weak interactions with the wall boundary layer. It is
consistent with the empirical correlation derived by [57]. The case of a strongly
disturbed boundary layer is discussed in Appendix C.250
Finally, the effective conductivity in the entire medium reads,
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Rep K1 K2 a1 a2 B
(1)
4 000 2.71× 10−1 3.81× 10−2 5× 10−2 6.25× 10−2 8.55× 10−1
7 800 2.85× 10−1 3.69× 10−2 5.26× 10−2 6.07× 10−2 1.71
15 600 3.61× 10−1 3.59× 10−2 6.67× 10−2 5.88× 10−2 2.56
19 500 3.61× 10−1 3.39× 10−2 6.67× 10−2 5.56× 10−2 2.56
23 300 3.61× 10−1 3.39× 10−2 6.67× 10−2 5.56× 10−2 2.56
Table 5: The macroscopic heat transfer coefficients values at different Reynolds
numbers.
where (νT )s is the dynamic viscosity defined by (29), the total kinetic energy
(K)s and the axial velocity (uz)s are obtained resolving the system of equations
(27), (28), (35) and (41). Macorscopic thermal Prandtl numbers can be related
to the molecular Prandtl number Pr, σt1(Rep) = Pr·K1(Rep)/φ and σt2(Rep) =255
Pr ·K2(Rep)/φ with Pr = 0.72 for the considered fluid. Finally, γ = 0.5 and
r+L = 3. The other coefficients values are reported in Table 5. It is worth noting
that all coefficients tend to a constant value at high Reynolds, showing that the
heat transfer mechanisms reach an equilibrium at high Reynolds.
5.5. Model validation260
Macroscopic simulations are performed with the following boundary condi-
tions: a constant heat flux at the wall, inlet and outlet boundaries are linked as
periodic imposing a mass flow, then the overall heat flux brought at the tube
wall is removed at the outlet (m˙Cp[Tbulk,exit − Tbulk,inlet]). The near wall mesh
is fine enough to keep y+ ≈ 1.265
The radial profile of the effective thermal conductivity is well recovered and
very good agreements are found in the near wall region where the temperature
gradients are huge (Fig. 26). Thus, the radial profile of the temperature field
matches well with the up-scaled pore scale reference data (Fig. 27). The wall
temperature is also assessed with satisfaction (Table 6). The wall heat flux270
coefficient is then computed and very good agreements are found between the
Rep Tw micro (K) Tw macro (K) |∆Tw| (K)
4 000 1333.59 1334.724 1.134
7 800 1090.04 1091.4664 1.426
15 600 968.54 961.153 7.39
19 500 942.655 944.04 1.39
23 300 924.75 932.47 7.72
Table 6: Wall temperature, Micro vs. Macro.
1D macroscopic model and the REV-averaged 3D pore scale simulations (Tables
7 and 8).
From the simulation data a correlation for the wall heat transfer can be
deduced (Fig. 28):
Nuw =
Qdp
λf (Tw − Tb) = 0.1Re
0.81
p (66)
with the bulk temperature Tb =
∫R
0
rφ〈u¯z〉i〈T¯ 〉idr∫R
0
rφ〈u¯z〉idr .
The correlation found in the present study agrees well with the correlations275
one can find in the literature. As it can be seen in the figure 29, the present
correlation’s trend and the range of the wall heat transfer coefficient values are
consistent with those existing in the literature. Indeed, the slope given by the
present correlation is very close to the one reported by [4]. It is worth noting
that correlations, except the one presented in the present study and the one280
derived in [58], consider the temperature jump between the wall temperature
and the fluid temperature at the wall Tw − T (r = R) ( Nuw = Qdpλf (Tw−T (r=R)) ).
Consequently, the range of values for the wall heat transfer coefficient found in
this study has to be compared to the correlation derived in [58]. One can thus
be satisfied by the agreement found between the two of them.285
Rep Tb micro (K) Tb macro (K) |∆Tb| (K)
4 000 829.46 822.87 6.59
7 800 813.88 811.96 1.92
15 600 806.55 805.35 1.2
19 500 805.22 804.14 1.08
23 300 804.18 801.3 2.88
Table 7: Bulk temperature, Micro vs. Macro.
Rep Nuw micro Nuw macro |∆Nuw|
4 000 78.84 77.65 1.5%
7 600 143.92 142.2 1.2%
15 600 245.35 255.09 3.98%
19 500 289.18 284.09 1.76%
23 300 329.63 303 8.08%
Table 8: Evaluation of the wall heat transfer coefficient Nuw =
Qdp
λf (Tw−Tb) .
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 26: Radial profile of the effective thermal conductivity, Micro φλeff vs.
Macro φ∗λ∗eff .
(a) Rep = 4000 (b) Rep = 7800
(c) Rep = 15600 (d) Rep = 23300
Figure 27: Radial profile of the temperature field at the macroscopic scale,
Micro T vs Macro T ∗
Figure 28: Correlation for the Nusselt number.
Figure 29: Correlations for the wall heat transfer coefficient. Nu1:[37]; Nu2: [4];
Nu3: [58]; Nu4: [59], Nu5: [60]; Nu6: [61]; Nu7: [62]; Nu8: Correlation derived
in this study.
6. Conclusion
In the present study, a flow dynamic based two-zonal pseudo-homogeneous
1D radial heat transfer model is derived.
Indeed, a reference data describing the pore scale flow dynamic and heat
transfers in packed bed systems is generated by tacking advantage of the CFD290
tools. A set of criteria is defined to enable the pore scale data’s unequivocal
up-scaling to the bed scale. The collected information is then used to construct
a set of equations which is able to predict the flow dynamic (turbulent and
dispersive mixing) mechanisms and the radial heat transfers at the macroscopic
scale. It is for instance highlighted that transfer mechanisms are mainly driven295
by the dispersion and that the second order dispersive fluctuations observe the
Boussinesq hypothesis at the macroscopic level. Moreover, a near wall zone
with a thickness of dp/2 is identified. The channeling effect occurring in the
near wall zone is observed to be responsible for the thermal resistance existing
in this zone. Indeed, The dynamic viscosity is damped (decrease of the disper-300
sive mixing) which leads to a damped heat transfers over this region. Finally,
considering a weakly disrupted thermal boundary layer, a linear law for the
effective conductivity is proposed to estimate the boundary layer heat transfer.
It enabled to succesfully assess the wall temperature and the wall heat transfer
coefficient.305
Appendix A. up-scaling the turbulent kinetic energy
the governing equation for the turbulent kinetic energy at the pore scale
reads,
∂k
∂t
+∇jkuj = −∇j [
P ′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j ] + ν∇2jk − u′iu′j
∂ui
∂xj
−  (A.1)
Applying the volume averaging operator to (A.1), one gets,
φ
∂〈k〉i
∂t
= −∇j [φ〈uj〉i〈k〉i] + ν∇2j [φ〈k〉i]− 〈Rij〉i∇j [φ〈u¯i〉i]
−∇j
(
φ〈[P
′u
′
j
ρ
+ u
′
iu
′
iu
′
j ]〉i
)
− φ〈〉i
− φ〈δRij∇jδu¯i〉i + ν
V
∫
∇jknjdS −∇j [φ〈δu¯jδk〉i]
(A.2)
where u
′
iu
′
j = Rij .
Appendix B. dispersive kinetic energy
Subtracting (14) from the pore scale momentum conservation equation and
multiplying by δui the obtained equation and finally applying the volume aver-
aging operator, one gets
0 = −〈δui∇j [〈ui〉iδuj ]〉v − 〈δui∇j [〈uj〉iδui]〉v − 〈δui∇i δP
ρ
〉v
+ ν〈δui∇2jδui〉v − 〈δui∇j [δuiδuj ]〉v − 〈δui∇jδRij〉v
(B.1)
which can be rearranged to obtain the governing equation for the kinetic energy
of the dispersive fluctuations.
0 = −∇j [φ〈uj〉i〈kd〉i]− 1
ρ
∇i[φ〈δuiδP 〉i]−∇j [φ〈δuiδuiδuj〉i]
+ ν∇2j [φ〈kd〉i]− φ〈d〉i − 〈δuiδuj〉i∇j [φ〈ui〉i] +
〈ui〉i
ρV
∫
δPnidS
− ν〈ui〉
i
V
∫
∇jδuinjdS + 〈uj〉i∇jφ[3〈kd〉i − 〈ui〉
i2
2
]
− ν∇j [∇jφ 〈ui〉
i2
2
] + φ〈δuiδuj∇jδui〉i + φ〈δRij∇jδui〉i
−∇j [φ〈δuiδRij〉i] + [〈Rij〉i + 〈δuiδuj〉i]〈ui〉i∇jφ
(B.2)
Appendix C. Strongly disrupted boundary layer
In this case, the temperature field can be split up according to
〈T¯ 〉i = 〈T¯ 〉i0 + 〈T¯ 〉
i1

(C.1)
with  << 1. Thus,
∂
∂r?
[
(φλeff )
∂
∂r?
〈T¯ 〉i
]
= A(3)
∂
∂r?
[
(φλeff )
∂
∂r?
(
〈T¯ 〉i0 + 〈T¯ 〉i1
)]
= A(3)
(C.2)
0 order term in :310
∂
∂r?
[
(φλeff )
∂
∂r?
〈T¯ 〉i1
]
= 0 (C.3)
As the disruption is generated by the solid particles, one can relate it to the
spatial fluctuation and seek 〈T¯ 〉i1 in the form [63],
〈T¯ 〉i1 = η(Rep)∇r〈T¯ 〉i0 (C.4)
Tacking into account the closure (C.4) in (C.3) one can deduce,
φλeff (r
?) = η(1)(Rep)r
?2 (C.5)
The profile is hence showed to be quadratic within a highly disturbed boundary
layer. It is consistent with the empirical expression derived in [10].315
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